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PROLOGO 


RESEÑA BIOGRAFICA 
dedicada al 80 aniversario 
del nacimiento del académico 
I. M. Vinográdov 


El autor de este libro, Iván Matvéevich Vinográdov (nacido 
el 14 (2) de Septiembre de 1891), es uno de los más célebres 
matemáticos de la actualidad. Las investigaciones de 1. M. Vino- 
grádoo están directamente ligadas a los estudios de la escuela de 
teoría de los números de Petersburgo, а la cual pertenecieron 
P. L. Chébishev (1821-1894), E. I. Zolotariov (1847-1878), 
С. Е. Voronoy (1868-1908) y otros eminentes matemáticos. 

El desarrollo de la teoría analítica de los números en la 
URSS durante los últimos 50 años está estrechamente relacio- 
nado con el nombre de Vinográdov y su escuela. Actualmente 
se han publicado más de 140 trabajos cientificos de 1. M. Vino- 
grádov, entre los cuales merecen especial atención las monografías 
fundamentales: «Un método nuevo en la teoría analitica de los 
números» (año 1937) y «Método de las sumas trigonométricas 
en la teoría de los números» (año 1947). En estas dos monogra- 
fias se condensan los resultados de todas las investigaciones an- 
leriores del autor, que contribuyeron a la creación de un nuevo 
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mélodo en la teoria de los números. En la aclualidad, éste se 
conoce como el método de Vinográdov de las sumas trigonomé- 
tricas. Los fundamentos de este método fueron creados ya por él 
mismo en el año 1934. Este es un método muy general, muy 
profundo y sumamente fecundo, mediante el cual I. M. Vino- 
grádou consiguió resolver los problemas clásicos de Goldbach, 
Waring y otros más. En las monografías de 1. M. Vinográdov 
desempeña un papel decisivo la acotación de las sumas trigo- 
nométricas múltiples, cuya introducción y estudio representaba 
de por sí un éxito de grandisima importancia en la teoria de los 
números. Una de estas acotaciones viene expuesta en el presente 
libro (véase la pregunta 14 del capítulo VI). 

En esta reseña no tenemos posibilidad de hacer una exposición 
detallada de la obra científica de 1. M. Vinográdov. Nos 
limitaremos solamente a enunciar algunos de sus resultados 


fundamentales. 
En el año 1917, 1. M. Vinográdov se dedica al problema del 


cálculo asintótico de los puntos enteros dentro de los circuitos 
(véanse en el cap. 11, las preguntas 1 a, b, c, d, e, 22 a, b y en 
el cap: 111, las preguntas 5, 6). En su tiempo se ocupó de estos 
problemas G. F. Voronoy. Los resultados que obtuvo Voronoy 
para un caso particular (la hipérbola), los consiguió también 
Vinográdov para una clase muy amplia de circuitos, basándose 
en unas ideas geométricas más claras y empleando unos métodos 
analíticos más sencillos. En el año 1926, el matemático checo 
V. Yarnik demostró que estos teoremas no podían mejorarse 
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considerablemente. En el año 1963, 1. M. Vinográdov obtuvo 
también el resultado más exacto respecto del número F de puntos 
enteros en la esfera х? + y? + 2 < а?. Este número se expre- 
sa por la fórmula asintótica 

F= $ na? + O (анз (Ina). 
Algunos de los resultados de 1. M. Vinográdov ya son clásicos. 
Por ejemplo, ya en el año 1918 demostró que la raíz primitiva 
mínima de un número primo p> 3 (sobre las raices primiti- 
vas, véase el cap. VI, $ $ 1-5 y las preguntas del mismo capitulo, 
5, 12 c, 14) no es superior a 2 Y p In p, donde h denota la 
cantidad de divisores primos distintos de p — 1. 
Es bien conocido también el siguiente teorema de I. M. Vino- 
grádov (año 1926). Sea p un número primo y sea n un divisor 
de p — 1, donde n = 1. Entonces, el no-resto mínimo de gra- 
do n respecto del módulo p (véanse los conceptos de resto y no- 
resto en el cap. V, $ 1, preguntas 8 d, 12 у en el cap. VI, 


$ 5) no es superior a E (In p)’, donde k = e, En relación con 
esto, obsérvese que en el año 1796 Gauss demostró que el no-resto 
cuadrático mínimo (mód. р) no es superior a 2 V p. El resultado 
de Vinográdoo fue el primer adelanto en esta cuestión desde los 
tiempos de Gauss. 

Mucha atención prestó 1. M. Vinográdov al problema de la re- 
solución de la ecuación же. ..-- X? = М en números enteros 
xı > 0 (el llamado problema de Waring, planteado por éste en 
el año 1770). En el año 1909, D. Hilbert demuestra que esta 
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ecuación es resoluble para valores acotados de r. En los años 
1919-1920, Hardy y Littlewood estudiaron el comportamiento 
asintótico del número de soluciones de las ecuaciones de Waring 
para г ze n 2". El valor mínimo de г, para el cual la ecuación 
de Waring admite solución para todos los números N suficien- 
temente grandes, se denota mediante G (n). Para esta magnitud, 
en el año 1934, 1. M. Vinográdov obtuvo la cota G (n) < 
< п(31п n+ [1) yen el año 1959, la cota más exacta G (n) < 
« n (21n n + 4]n]n n + 21n]n ln л + J3). Estas cotas no 
pueden mejorarse considerablemente, puesto que es sabido que 
G (n) > n (n2 2). 

1. M. Vinográdov demostró fambién que la fórmula asintóti- 
ca, propuesta por Hardy y Littlewood, 


HN) gia мө O (NT) 


(v = X. T (s) es la función Gamma de Euler; а es «la serie 
especial», introducida por Hardy y Littlewood) para la canti- 
dad de expresiones del número entero N >> 0 еп la forma 
N = +... + АР, eon enteros positivos Xy, . . ., x, es válida 
para ғ >[10n* In л). 

1. M. Vinográdov obtuvo una serie de cotas importantes: para 


ГА 
las sumas de Weil, de la forma S =: Y, exp 2літ (x), donde 
E 


m>0 es un número entero y F (x) es un polinomio de cocfi- 
cientes reales; para las sumas extendidas a números primos, 
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de la forma Y, exp(2niap), donde a es un número real; 
PEN 
para las sumas de la forma Exo. donde x, denota 
„е 


un carácter no principal (véase la definición de carácter en 
el cap. VI, pregunta 9), y también en la teoría de la apro- 
ximación de polinomios mediante partes fraccionarias. 

En general, es difícil indicar problemas de la teoría analítica 
de los números, a los cuales I. M. Vinográdov no haya prestado 
atención alguna. Por otra parte, algunos de los problemas resuel- 
tos por І. M. Vinográdov habían sido ya planteados más de 
150 años atrás, sin encontrar resolución alguna durante dichos 
años, a pesar de los esfuerzos realizados para resolverlos por los 
científicos más notables del mundo. Tales son, por ejemplo, los 
problemas de Waring y Goldbach mencionados anteriormente 
Este último problema apareció en el año 1742 en la correspon- 
dencia entre Chr. Goldbach y L. Euler. Chr. Goldbach manifestó 
la hipótesis de que todo número entero, mayor que tres, podia 
expresarse en forma de una suma de no más de tres números pri- 
mos. Todos los intentos de los grandes matemáticos de resolver 
este problema resultaban inútiles. En lo fundamental, este pro- 
blema fue resuelto por primera vez por 1. M. Vinográdov en el 
año 1937, demostrando que todo número impar, mayor que 
cierto número N (la constante de Vinográdov), se expresa en 
forma de una suma de no más de tres números primos. También 
demostró que el número de expresiones 1 (N) de un número impar 
N>0 en forma de una suma de ires números primos, 
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М = pi + pa + рз, se expresa por la fórmula asintótica 


18) o gr 50) +0 (Ez). 


donde 5 (М) 2 0,6, г = In N y e >0 es un número arbitra- 
riamente pequeño. Para la constante de Vinográdov, los mate- 
máticos soviéticos ya han demostrado que 
No < exp exp (16,038). 

Son importantes también los resultados obtenidos por 1. M. Vi- 
nográdou respecto de la ¿-función de Riemann (véase la defini- 
ción en el cap. 11, preguntas 12-14,20). 1. M. Vinográdou 
demostró que 

C + it) = O ((In 19919) 
y que C (1 + it) no liene ceros en la región 


A 
Uam 


Para la cantidad de números primos л (x) que no son superiores 
а x (véase el cap. 11, preguntas 19c, 24), de aquí resulta la 
acolación 


n(x)= j ut O (хе-= n 2*4), 


donde в > 0 es una constante. 

Los métodos de Vinográdou fueron desarrollados también, 
y siguen desarrollándose actualmente, por sus numerosos alum- 
nos, de los cuales en esta breve reseña no tenemos posibilidad 
de relatar. 

Para concluir, indiquemos que desde el año 1932 1. M. Vino- 
grádov encabeza el centro matemático principal de la Unión 
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Soviética, el Instituto Matemático V. A. Steklov de la Academia 
de Ciencias de la URSS. I. M. Vinográdov es miembro nu- 
merario de la Academia de Ciencias de la URSS desde el 
año 1929. 

Los méritos de 1. M. Vinográdov en la teoría de los números tam- 
bién han sido reconocidos como corresponde fuera de la Unión 
Soviética. I. M. Vinográdov es miembro extranjero de la Socie- 
dad Real de Londres, de la Academia de Ciencias de Dinamarca 
4 de la Academia Nacional dei Lincei (Roma); es miembro 
honorífico de la Academia de Ciencias de Hungría; es miembro 
correspondiente de la Academia de Ciencias de Alemania en 
Berlin y de la Academia de Ciencias de París; es Doctor hono- 
rífico de filosofía de la Universidad de Oslo (Noruega); es 
miembro extranjero honorífico de las Sociedades Matemáticas 
de Amsterdam, Londres y de la India, así como de la Sociedad 
Filosófica americana en Filadelfia y de la Academia americana 
de Artes y Ciencias en Bostón. 

El libro que proponemos, «Fundamentos de la teoría de los 
números», a distinción de otras obras de 1. M. Vinográdov, es 
un manual de texto destinado a los estudiantes de las facultades 
de matemáticas de las universidades. Es dificil hallar otro libro 
tan conciso sobre teoría de los números, donde el material esté 
expuesto con tanta claridad y rigurosidad. 

En lo fundamental, está dedicudo al estudio de la іеогіа de las 
congruencias. No obstante, las preguntas expuestas al final 
de cada capitulo abarcan un material que está relacionado 
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ya con los problemas fundamentales de la teoria analítica de 
los nümeros. 

Durante la preparación de la traducción castellana, el autor 
expuso al traductor su opinión acerca de la utilización del libro 
por el lector. El autor considera que al preparar las respuestas 
a las preguntas, primero hay que hacer la prueba de resolver 
los problemas- planteados individualmente. Solamente cuando 
se hayan agotado todos los medios para su resolución, el lector 
deberá examinar las respuestas e indicaciones que se dan al final 
del libro. 

El presente libro «Fundamentos de la teoría de los números», 
fue escrito sobre la base de los cursos explicados por el autor en 
los años 1918-1920 en la Universidad de Perm y en los años 
1920-1934 en la Universidad de Leningrado. La primera edición 
del libro salió en el año 1936. En adelante, el libro ha sido 
mejorado y completado. La presente traducción se ha hecho de 
la séptima edición rusa. 


26, XII. 1970 E. APARICIO BERNARDO 


CAPITULO PRIMERO 


Teoría de la divisibilidad 


$ 1.Сопсеріоѕ а. La teoría de los números se dedica al 
y teoremas estudio de las propiedades de los números 
fundamentales enteros. Llamaremos enteros no sólo a los 
números de la serie natural 1, 2, 3, . . . (enteros positivos), 
sino también al cero y a los enteros negativos —1, —2, 
са: 
Por regla general, al exponer la teoría designaremos con letras 
solamente los números enteros. Los casos en que las letras 
no designen números enteros los advertiremos especialmente, 
si es que ello mismo no está claro. 

La suma, diferencia y producto de dos enteros a y b tam- 
bién serán enteros, pero el cociente de la división de a рог b 
(si b es distinto de cero) puede ser tanto entero como no 
entero. 

b. Si el cociente de la división de a por b es entero, designán- 
dole con la letra q, se tiene a = bg, es decir, a es igual al 
producto de b por un entero. Diremos entonces que a es divisi- 
ble por б о que b divide a a. En este caso, a se Пата múltiplo 
de b y b se llama divisor de a. El hecho de que b divide a a 
se escribe así: b ^, a. 

Subsisten los dos teoremas siguientes: 
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1. Si a es múltiplo de m y m es múltiplo de b, а es múlti- 
plo de b. 

En efecto, de а = ат, m = mb se deduce que а= 
= amb, donde аут es entero. Esto demuestra el teorema. 

2. Si en una igualdad de la forma k+l+...+n = 
=p+q +... +s, respecto de todos los lérminos, a excepción 
de uno cualquiera de ellos, se sabe que son múltiplos de b, enton- 
ces este término también es múltiplo de b. 

En efecto, sea k tal término. Se tiene 


IL db, 


(++... 5, 


Esto demuestra el teorema. 
c. En el caso general, que incluye particularmente el caso en 
que a es divisible por 5, se tiene el teorema: 
Todo entero a se expresa de un módo ünico mediante un entero 
positivo b en la forma 

a=bq4ri0<r<t. 


En efecto, se obtiene una expresión de a en tal forma tomando 
bg igual al máximo múltiplo del número b que no es superior 
а a. Suponiendo que también a =: бф (| ri, 0<г< b, 
resulta 0 = b(g—q) + r—f2 de donde se deduce 
(2, b) quer — г, es múltiplo de b. Pero en virtud деј — r; | < 
< b, lo último es posible solamente si r — г, = 0, es decir, 
Si r = гү, de donde se deduce también que g = ди. 

El número q se llama cociente incompleto y el número r, residuo 
o resto de la división de a por b. 

Ejemplo. Sea b — 14. Se tiene 

4.1249; 0<9< 14, 

4.(—5) +8; 0<6< 14, 

154 = 14:11 +0; 0=0<14. 
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$2. Máximo a. A continuación consideraremos sólo los 


comün divisores positivos de los nümeros. Todo 
divisor entero que divide simultáneamente a los 
enteros a, b, l, se llama divisor común de los mismos. 
El mayor de los divisores comunes sellama máximo comün 
divisor y se designa con la notación (a, b, . . ., 1). Como la 
cantidad de divisores comunes es finita, la existencia del 
máximo común divisor es evidente. Si (a, b, ... 0 = 1, 
а, b, ..., (ве llaman primos entre sí. Si cada uno de los 
nümeros a, b, . l, es primo con cada uno de los demás, 
а, b, . . ., [se llaman primos entre sí dos a dos. Es obvio que los 


nümeros primos entre sí dos a dos son también primos entre 
sí; en el caso de dos nümeros los conceptos de «primos entre 
sí dos a dos» y «primos entre sí» coinciden. 

Ejemplos. Como (6, 10, 15) — 1, los nümeros 6, 10, 15 son 
primos enire sí. Como (8, 13) — (8, 21) — (13, 21) — I, los 
nümeros 8, 13, 21 son primos entre sí dos a dos. 

b. Ocupémonos primero de los divisores comunes de dos 
nümeros. 

1. Si a es múltiplo de b, el conjunto de los divisores comunes de 
los números a y b coincide con el conjunto de los divisores del 
solo número b; en particular, (a, b) — b. 

En efecto, todo divisor común de los números a y b es un 
divisor de b. Recíprocamente, siendo a múltiplo de b, todo 
divisor del número 5 (1, b, 8 1) es también un divisor del 
número a, es decir, es un divisor común de los números b y a. 
Por lo tanto, el conjunto de los divisores comunes de los 
números a y b coíncide con el conjunto de los divisores del 
solo número b. Y como el máximo divisor del número 5 es el 
mismo b, resulta (a, b) = b. 

2. Si intita 

entonces el conjunto de los divisores comunes de los números a y b 
coincide con el conjunto de los divisores comunes de los números 
b y c; en particular, (а, b) = (b, с). 
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En efecto, la igualdad escrita más arriba muestra que todo 
común divisor de los números a y b divide también a c (2, b, 
$ 1) y, por consiguiente es un común divisor de los números 
b y c. Recíprocamente, la misma igualdad muestra que todo 
común divisor de los números b y c divide a a y, por consiguien- 
te, es un común divisor de los números a y b. Por lo tanto, 
los divisores comunes de los números a y b son los mismos que 
los divisores comunes de los números b y c; en particular, 
tienen que coincidir también los mayores de estos divisores, 
es decir, (a, b) = (b, c). 

c. Para buscar el máximo común divisor, así como para dedu- 
cir sus propiedades principales, se emplea el algoritmo de 
Euclides. Este último consiste en lo siguiente. Sean a y b 
enteros positivos. Según c, $ 1, hallamos la serie de igual- 
dades: 


а= blit Far 0<r<b, 
b — rada +18 0c rn 
Tr faH Га, Ол < г а) 


"п-да Hin О гаа 
"пе = Гафу 
que termina cuando se obtiene cierto л, +; = 0. Esto último 
es indispensable, puesto que Іа sucesión b, л», гз, , сото 
sucesión de enteros decrecientes, no puede contener más 
de b positivos. 
d. Examinando las igualdades (1) de arriba a abajo, nos 
convencemos (b) de que los divisores comunes de los números 
a y b son iguales a los divisores comunes de los números 
b y ra, luego son iguales a los divisores comunes de los 
números rz у rs, de los números лз y ги, . . ., de los números 
Ра Y fn, finalmente, a los divisores del solo número ra. 
A la vez, se tiene 

(а, b)==(b, ra) = (ras /з)==... (fnis Fn) сли. 
Obtenemos los siguientes resultados. 
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1. El conjunto de los divisores comunes de los números a y b 
coincide con el conjunto de los divisores de su máximo común 
divisor. 

2. Este máximo común divisor es igual a r, es decir, es 
igual al último resto del algoritmo de Euclides, distinto de cero. 
Ejemplo. Apliquemos el algoritmo de Euclides para averi- 
guar (525, 231). Hallamos (los cálculos auxiliares se exponen 
a la izquierda) 


525 | 231 525 = 231.2 4-63, 
231 = 63.34-42, 
63 = 42.14-21, 
42-212. 
42 
42 
»» 


Aquí el ültimo resto positivo es r, — 21. Por lo tanto, 
(525, 231) — 21. 

e. 1. Designando con la letra m cualquier entero positivo, se 
liene (am, bm) — (a, b) m. 

2. Designando con la letra $ cualquier divisor común de los 


nümeros a y b, se tiene (+. 5) = e ; en particular, se 


tiene (gps Тас) =} es decir, los cocientes de la divi- 
sión de dos números por su máximo común divisor son núme- 
ros primos entre sí. 

En efecto, multipliquemos las relaciones (1) término a tér- 
mino por m. Obtendremos nuevas relaciones, donde en lugar 
de a, b,r2,..., ra figurarán am, bm, ram, . . . ram. Por esto, 
(am, bm) = ram, у por lo tanto, el aserto 1 es cierto. 
Aplicando el aserto 1, hallamos 


a b= ($5 75) = (5. 5)8. 
de donde se deduce el aserto 2. 
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T. 4. Si (a, b) = 1, se tiene (ac, b) = (с, 6). 
En efecto, (ac, b) divide a ac y bc y, por consiguiente, (1, d), 
también divide a (ac, bc), igual a c, debido a 1, e; pero (ac, b) 
divide a b, por lo cual también divide a (c, b). Recíprocamente, 
(c, b) divide a ac y b, por lo cual también divide a (ac, 5). 
Por lo tanto, (ac, b) y (c, b) se dividen mutuamente y, por 
consiguiente, son iguales entre sí. 
2. Si (a, b) = 1 y ac es divisible por b, entonces c es divisible 
por b. 
En efecto, de (a, b) — 1 y de 1 se deduce que (ac, b) — (c, b), 
y de la divisibilidad de ac por b y de 1, b se deduce que 
(ac, b) = b. Por esto (c, b) — b y, por consiguiente, c es divi- 
sible por b. 
3. Si cada uno de los números ay, аз, .. ., ат es primo соп 
cada uno de los números бү, ba, . . ., bn, el producto a, 42... . Am 
es primo con el producto b, bz... b. 
En efecto, (teorema 1), se tiene 
(аазау... Amy br) = (ааз... dm, бк) = 
= (as ... Am, bi) = . 
y haciendo luego para abreviar аа; ... am = A, hallamos del 
mismo modo 
(ЫЫ, ... Bn: A) = з... bn, А) = 
= (bs... bas А) =. 
g. El problema de Ja averiguación del máximo común divisor 
de más de dos números se reduce al mismo para dos números. 
Precisando, para hallar el máximo común divisor de los 


-= (ат by) = 1, 


= (bn, A)=1. 


números д1, аз, . . ., ал, formamos la sucesión de números: 
(ai, аз) = da, (da, аз) = ds, (ds, а) = da, 
сал) = dn- 
El número 4, será el máximo común divisor de todos los 


números dados. 
En efecto, (1, d), los divisores comunes de los números a, y аз 
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coinciden con los divisores de dz; por esto, los divisores comu- 
nes de los números a,, az y as coinciden con los divisores 
comunes de los números d; у аз, es decir, coinciden con los 
divisores de ds. Luego nos convencemos de que los divisores 
comunes de los números а;, аз, аз, a, coinciden con los divi- 
sores de d,, etc., y, finalmente que los divisores comunes de 
los números ај, аз, . . ., a, coinciden con los divisores de dẹ. 
Y como el mayor divisor de 4, es el mismo d,, éste será el má- 
ximo común divisor de los números ay, аз, . . ., аһ. 

Examinando la demostración expuesta nos convencemos de 
que el teorema 1, d subsiste también para más de dos nümeros. 
Subsisten también los teoremas 1, e y 2, e, puesto que al 
multipilicar por m o al dividir por 8 todos los números a, 


аз, . . ., аһ también se multiplican por т o se dividen por 6 
todos los números dz, ds, . . ., dy. 

a. Todo entero que es un múltiplo de todos 
$3 Minimo |, números dados se llama múltiplo común 
múltiplo de los mismos. El menor múltiplo común 

p positivo se llama mínimo común múltiplo. 


b. Ocupémonos primero del mínimo común múltiplo de dos 
Números. Sea M algún múltiplo común de los enteros a y b. 
Como éste es múltiplo de a, se tiene M = ak, donde k es en- 
tero. Pero M también es múltiplo de b, por lo cual también 
tiene que ser entero 


el cual, haciendo (a, b) =d, a = а, b = bd, se puede expresar e 


en la forma 2", donde (a, by (2, e, $2). Por esto 


b. 
(2,1, $2), k tiene que ser divisible por б, Eb =, 
donde / es entero. De aquí que 


ab 
М=-г!. 
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Reciprocamente, es evidente que cualquier M de esta forma 
es múltiplo tanto de a como de b, y, por consiguiente, esta 
forma proporciona todos los múltiplos comunes de los núme- 
ros a y b. 

El menor positivo de estos múltiplos, es decir, el mínimo 
común múltiplo, se obtiene para £ = 1. Este es 


= 
mem. 


Introduciendo m, la fórmula obtenida para M se puede escri- 


bir así: 
M — mt. 


La ültima y penültima igualdades dan lugar a los teoremas: 
1. El conjunto de los múltiplos comunes de dos números coin- 
cide con el conjunto de los múltiplos de su minimo común múl- 
tiplo. 
2. Este mínimo común múltiplo de dos números es igual a su 
producto, dividido por su máximo común divisor. 
c. Supongamos que se necesita hallar el mínimo común múlti- 
plo de más de dos números a,, аз, ..., ап. Designando en 
general con la notación la, b] el mínimo común múltiplo de los 
números a y b, formemos la sucesión de números: 

(а, аз] = тз, (ma, aal = ms... [Mp -1, anl ти. 
El número m, obtenido de este modo será el mínimo común 
múltiplo de todos los números dados. 
En efecto, (1, b), los múltiplos comunes de los números a, y аз 
coinciden соп los múltiplos de тз, por lo cual los múltiplos 
comunes de los números а, аз, y az coinciden con los múlti- 
plos comunes de mz y аз, es decir, coinciden con los múltiplos 
de ms. Luego nos convencemos de que los múltiplos comunes 
de los números a, 42, аз, а; coinciden con los múltiplos de ma, 
etc., y, finalmente, de que los mültiplos comunes de los nüme- 
TOS ау, а, . . ., а, coinciden con los múltiplos de m,, y como 
el menor múltiplo positivo de т, es el mismo mn, éste 
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es el mínimo común múltiplo de dos números а, 
ав -. Apo 

Examinando la demostración expuesta, vemos que el teore- 
ma 1, b subsiste también para más de dos números. Además, 
nos convencemos de que se verifica el siguiente teorem: 
El mínimo común múltiplo de números que son primos dos 
a dos es igual al producto de los mismos. 


$ 4. Relación a. Sea a cualquier número real. Desig- 
del algoritmo nemos con la letra q, el mayor entero que 


de Euclides con i i 
no supera a æ. Si а по es entero, se tiene 
las fracciones P) 


1 
continuas а=ф+ ы} ml. 

a 
Exactamente igual, si аг, ..., оџа no son enteros, se 
tiene 


e iiem, 


en virtud de lo cual obtenemos el siguiente desarrollo de a 
en fracción continua: 

aq ——— 
Dra () 


—-. 
Mak 


b. Si a es irracional, todos los números œ, son irracionales 
(si æ, fuese racional, en virtud de (1), resultaría también a ra- 
cional) y el proceso indicado puede prolongarse indefini- 


damente. 
Si a es racional y, por consiguiente, puede expresarse por 
una fracción racional irreducible con denominador positivo: 


a = у, el proceso indicado será finito y puede efectuarse me- 
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diante el algoritmo de Euclides. En efecto se tiene: 


авто ад, 
Ta 
ES вее 
тз 


Tn-2 паа d Tni 


"т-а = Годо 


€. Los números qı, q2, . . ., que figuran en el desarrollo del 
número a en fracción continua, se llaman cocientes incompletos 
(en caso de a racional, según b, éstos son los cocientes incom- 
pletos de las divisiones sucesivas del algoritmo de Euclides), 
las fracciones 


вед вед веат 


Ds 
fes 
se llaman reducidas. 


d. Fácilmente se halla una ley muy simple de formación 
de las reducidas, observando que 6,(s— 1) se obtiene de 6,., 
sustituyendo los números q,., рог q,.,4- lI en la expresión 
literal 8,.,. En efecto, haciendo para unificar P, — 1, Q,—0, 
podemos representar sucesivamente las fracciones reducidas 


en la forma siguiente (aquí se escribe la igualdad $-€ 
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para designar A con la notación P, y B con la notación о.) 5 


б, 


э! „әң PA 
a FO ей+ф 


1 
(6+) + СВР 
(ei)ara 99197 ф 


elc, y, en general, 


DER NR 
ы FQ Ф 


Por lo tanto, los numeradores y denominadores de las frac- 
ciones reducidas los podemos calcular sucesivamente por las 
fórmulas 


Р, = ФР, + Pes } 


Qam dis Qs. e 


Es útil realizar estos cálculos según el esquema siguiente 
(las últimas dos columnas se escriben solamente en el caso en 
que a es una fracción irreducible con el denominador posi- 


ivo: а = 2): 

tivo: a = 9): 

qa 9 9 ... Фф... 9л 
һ л wq Р Pra Pas Pa Pra а 
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Ejemplo. Desarrollemos en fracción continua el número 19? . 
Aquí 


2 
E 
» 
Por esto, el esquema indicado anteriormente da: 


а 2 1 3 4 2 
P. 1 2 3 n 47 105 
Qe 0 1 1 4 17 38 


e. Examinemos la diferencia б, — б, у de dos fracciones 
reducidas consecutivas. Рага s > 1 hallamos 


bô =g 
donde h, = P,Q,.. — Q,P,.,; poniendo en lugar de P, y Q, 
sus expresiones (2) y haciendo las simplificaciones evidentes, 


obtenemos л, = — h,.,. Esto último, junto con A, = 91:0 — 
Сан da А, = (—lY. Aoi, pues, 

Ри = ФР, y (s>0), (3) 

вв >I (4) 


Ejemplo. En la tabla del ejemplo expuesto en d, se tiene 
105. 17-38-47 = (—1* = —1. 
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f. De (3) se deduce que (P,, Ф.) divide a СЛУ = + 1 (2, b, 
8 1). Por esto (Р, Q,) = 1, es decir, las fracciones reducidas E 


son irreducibles. 
g- Supongamos que s>2 y que ð no es igual а а. Las 
expresiones para 6,., у para 6, se obtienen fácilmente de la 


expresión (1) para a: la primera, sustituyendo x por cero, 
la segunda, sustituyendo -L- por el número +. Pero de las 


igualdades indicadas en a para а,.1, ..., аз, & fácilmente 
comprobamos que 


al hacer 
la primera 
sustitución 


азд disminuye, aumenta, 
аа-а aumenta, disminuye, 
as- disminuye, 4-3 aumenta, 


y que, finalmente, al hacer una de dichas sustituciones a 
disminuye, y al hacer la otra а: aumenta. Esto último muestra 
que uno de los números 6, y ô, es menor que a, y el otro 
es mayor que a, y que, por lo tanto, a está comprendido entre 
bsi y б, 
h. Se tiene i 

01 о 
En efecto, si 6, = а este aserto se deduce (соп el signo de 
igualdad) de (4). Si 6, no es igual a о, se deduce (con el signo 
de desigualdad) de g y de (4). 


$5.Números а. El número | sólo tiene un divisor 
primos positivo, precisamente 1. En este sentido 
el número 1 en la sucesión de números naturales, es parti- 
cular. 

Todo entero mayor que 1 tiene al menos dos divisores, pre- 
cisamente 1 y él mismo; si con estos divisores se agotan todos 
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los divisores positivos del nümero entero, éste se llama primo. 
Un entero mayor que 1, que tenga además de 1 y de sí mismo 
otros divisores positivos, se llama compuesto. 
b. El divisor menor, distinto de la unidad, de un entero mayor 
que la unidad, es un nümero primo. 
En efecto, sea q el divisor menor, distinto de la unidad, de 
un entero a > 1. Si q fuese compuesto tendría un divisor q, 
con la condición 1 < q, < q; pero el número a, siendo divi- 
sible por q, tendría que ser divisible también por q, (1, b, 
$ 1), y esto contradice a la hipótesis respecto del núme- 
TO д. 
€. El divisor menor, distinto de la unidad, de un número 
compuesto a (según b, nene que ser primo) no es superior 
a Va. 
En efecto, sea д este divisor, entonces a = да, a, > q, de 
donde, multiplicando y simplificando por a, obtenemos 
а>, дс Уа. 
d. La cantidad de números primos es infinita. 
La validez de este teorema se deduce de que, cualesquiera 
que sean los números primos distintos pi, р», Pro 
se puede obtener un número primo nuevo que no está com- 
prendido entre ellos. Tal es el divisor primo de la suma 
Pi ру... рк + 1, el cual, dividiendo a toda la suma, no 
puede coincidir con ninguno de los primos pi, ps, .. . 
+ Pa (2, b, $ 1). 

e. Para: formar la tabla de números primos que no superan 
a un número dado N, existe un método sencillo, denominado 
criba de Eratóstenes. Este consiste en lo siguiente. 
Escribamos los números 

18 М. а 
El primer número de esta sucesión que es mayor que la unidad 
es el 2; éste sólo es divisible por 1-y por sí mismo y, por con- 
siguiente, es primo, 
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Borremos de la sucesión (1) (como compuestos) todos los 
números que son múltiplos de 2, a excepción del mismo 2. 
El primer número no borrado que le sucede al 2 es el 3; éste 
no es divisible por 2 (pues en caso contrario estaría borrado), 
por lo cual 3 sólo es divisible por 1 y por sí mismo y, por 
consiguiente, es primo. 
Borramos de la sucesión (1) todos los números que son múl- 
tiplos de 3, a excepción del mismo 3. El primer número no 
borrado que le sucede al 3 es el 5; éste no es divisible por 2 ni 
por 3 (pues en caso contrario estaría borrado). Por consi- 
guiente, 5 sólo es divisible por 1 y por sí mismo, рог lo cual, 
también es primo. Etc. 
Cuando se hayan borrado del modo indicado todos los núme- 
ros que son múltiplos de los números primos menores que 
un número primo p, todos los números no borrados, menores 
que p*, serán primos. En efecto, cualquier número compues- 
to a, menor que p*, ya está borrado, por ser múltiplo de su 
divisor primo menor, el cual < Иа ср. De aquí se deduce 
que: 
1. Al comenzar a borrar los múltiplos de un número primo p, 
hay que empezar a borrar desde p^. 
2. La formación de la tabla de números primos < N se termina 
en cuanto se hayan borrado todos los números compuestos que 
son múltiplos de los números primos que no son superiores 
aVN. 
$6.Unicidad а. Todo entero a, o es primo con un número 
de la primo dado p, o es divisible por p. 
der HEU En efecto, (a, p), siendo un divisor de p, 
pete puede ser igual a 1 o a p. En el primer 
caso a es primo con p, en el segundo a 


es divisible por p. 
b. Si el producto de varios [actores es divisible por p, al menos 
uno de los [actores es divisible por p. 
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En efecto, (a), cada factor es primo con p o es divisible por p. 
Si todos los factores fuesen primos con p, su producto (3, f, 
2) sería primo con p; por esto, al menos uno de los factores 
es divisible por p. 
c. Todo enero, mayor que la unidad, se descompone en un 
producto de factores primos y, además, de modo único, si no 
se liene en cuenta el orden de los factores. 
En efecto, sea a un entero, mayor que la unidad; designando 
con la letra p, su divisor primo menor, se tiene a = pia. 
Si a, > 1, designando con la letra p; su divisor primo menor, 
se tiene a, = рзаз. Si аз > 1, de un modo semejante se obtie- 
ne аз = рзаз, еіс, y así hasta que se llegue a obtener un 
número a, igual a la unidad. Entonces an-ı = ра. Multi- 
plicando todas las igualdades obtenidas y efectuando la sim- 
plificación, resulta la siguiente descomposición del nümero 
a en factores primos: 

а = Ppa .. Ри 


Supongamos que para el mismo número a existe también una 
segunda descomposición en factores primos a = qa +... 
+ фа. Entonces 


рур... Pa = 92 + + + Qu 


El segundo miembro de esta igualdad es divisible por qs. 
Por lo tanto (b), al menos uno de los factores del primer 
miembro tiene que ser divisible por qı. Supongamos, por 
ejemplo, que p, es divisible por q, (el orden de numeración 
de los factores está a cargo nuestro); entonces p, — 
= qu (pı además de 1 es divisible рог ра). Simplificando ambos 
miembros de la igualdad por p, = qi, se tiene P2Pa . . - Pa = 
= даа ... Gu Repitiendo el razonamiento anterior para 
esta igualdad, obtenemos рз... Pa = ўз... Gu etc. Con- 
tinuamos así hasta que al fin y al cabo en un miembro de la 
igualdad, por ejemplo, en el primero, se simplifiquen todos 
los factores. Pero simultáneamente tienen que simplificarse 
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también todos los factores del segundo miembro, puesto 
que la igualdad 1 = фл +1... 9, Siendo фл +з, . - Фа SUPE- 
riores a 1, es imposible. 

Por lo tanto, la segunda descomposición en factores primos 
es idéntica a la primera. 

d. En la descomposición del número a en factores primos 
algunos de ellos pueden repetirse. Designando con las letras 
Py ра, «+» Рк los primos distintos que figuran en dicha 
descomposición y con las letras оң, сз, . . ., аһ sus Órdenes 
de multiplicidad en a, obtenemos la llamada descomposición 
canónica del número a en factores: 


papa... pt. 
Ejemplo. La descomposición canónica del número 588 000 es: 
588 000 = 28.3. 59.7“. 
е. Sea а= рираа...рик la descomposición canónica del 
número a. Entonces todos los divisores de a son todos los 
números de la forma 


d= php... ра; а) 
0<P <a, 0a a, ..., ОсВисан. 


En efecto, supongamos que d divide a a. Entonces (b, $ 1) 
а = dq y, por consiguiente, todos, los divisores primos de d 
figuran en la descomposición canónica de a con exponentes 
no menores que los exponentes con que ellos mismos figuran 
en la descomposición canónica de d. Por esto d tiene la for- 
ma (1). 

Recíprocamente, todo número d de la forma (1) es, eviden- 
temente, un divisor de a. 

Ejemplo. Se obtienen todos los divisores del número 720 = 
= 2*.3%.5 haciendo recorrer en la expresión 28:38258: а 
Bi Pz, Ёз, independientemente unos de otros, los valores 
В. = 0, 1, 2, 3, 4; В = 0, 1, 2; Вз = 0, 1. Por esto, los 
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divisores indicados son: 1, 2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 
9, 18, 36, 72, 144, 5, 10, 20, 40, 80, 15, 30, 60, 120, 240, 
45, 90, 180, 360, 720. 


Preguntas referentes al capitulo 1 


1. Sean a y b enteros, no simultáneamente iguales a cero, 
y sea d = axo + буо el número positivo menor de la forma 
ax + by (x e y son enteros). Demostrar que d = (a, b). 
Deducir de aquí el teorema 1, d, $ 2 y los teoremas e, $ 2. 
Generalizar estos resultados, considerando los números de 
la forma ax + by +... + fu. 

2. Demostrar que la fracción reducida ô, representa al núme- 
ro « con más exactitud que cualquier fracción irreducible 
E que cumpla la condición 0 < 1< 0, 

3. Supongamos que el número real @ se ha desarrollado en 
una fracción continua; sea № un entero positivo, & el número 
de sus cifras decimales y n el entero mayor que cumple la 
condición Q, < №. Demostiar que n < 5 + 1. Para la 
demostración se deben comparar las expresiones para Qz, 
Qs Qu... Qn con las que éstos tendrían si todos los q, 
fuesen iguales a 1, y comparar luego con los números 1, $, 
t^-!, donde E es la raíz positiva de la ecuación 


4. Sea т > 1. Una sucesión de fracciones racionales irredu- 
cibles, dispuestas en orden de crecimiento, con denominado- 
res positivos no superiores a т, se llama sucesión de Farey 
correspondiente а т. 

a. Demostrar que la parte de la sucesión de Farey corres- 
pondiente a т, que contiene fracciones а con la condi- 
ción 0<a<!, puede obtenerse del modo siguiente: escri- 


bimos las fracciones +. + Si 2« t, entonces entre estas 


fracciones introducimos también la fracción Her 


PREGUNTAS REFERENTES AL САР. у. 3/ 


después, en la sucesión obtenida T T t entre cada dos 


fracciones consecutivas * y ur con b,-Fd,« introduci- 


» elc, y así continuamos siempre que 


mos la fracción gt 
bitdi 
esto sea posible. Demostrar previamente que para cualquier 
par de fracciones consecutivas & y < de la sucesión obte- 
nida de este modo, se tiene ad—bc= — 1. 
b. Considerando la sucesión de Farey, demostrar el teorema: 
sea т> 1, entonces cualquier número real œ se puede expresar 
en la forma 


ampgt 0<0<т, (P,Q=1, 10|<1. 


c. Demostrar el teorema de la pregunta b, aplicando g, § 4. 

5, a. Demostrar que hay una cantidad infinita de números 

primos de la forma 4m + 3. 

b. Demostrar que hay una cantidad infinita de números pri- 

mos de la forma 6m + 5. 

6. Demostrar que la cantidad de números primos es infinita, 

calculando para ello la cantidad de números, no superiores 

a N, en cuyas descomposiciones canónicas no figuran núme- 

ros primos distintos е pi ра... Pre 

7. Sea K un número entero positivo. Demostrar que en la 

sucesión de números naturales hay un conjunto infinito de 

sucesiones M, M + 1, ..., M + К — 1, que no contienen 

nümeros primos. 

8. Demostrar que entre los nümeros representados por el 

polinomio ах" + ax"? +... + аһ, donde n0, 

Mo, а, . . ., An SON enteros y ао > 0, hay un conjunto infi- 

nito de números compuestos. 

9, a. Demostrar que a la ecuación indelerminada 
S-payt—2,x20,920, г> 0, (х, у, 2) = 1 (1) 


satisfacen aquellos sistemas х, y, 2, y sólo aquéllos, еп los 
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que uno de los números x e y tiene la forma 2и9, el otro tiene 
la forma и? — 0? y, finalmente, z tiene la forma и? + и; 
en este caso и > v > 0, (и, v) = 1, uv es par. 


b. Aplicando el teorema de la pregunta a, demostrar que 
la ecuación x* + y! = 2 es irresoluble en enteros positivos 
X, Y 2. 

10. Demostrar el teorema: si la ecuación х" + aw”! + 
+... факт 0, donde n >0 y a, . . ., аһ Son enteros, 
tiene una raíz racional, esta raíz es un número entero, 

1 


11, а. Sea S 
no es entero. 
b. Sea Sepe 
no es entero. 

12. Sea n entero, n» 0. Demostrar que todos los coefi- 
cientes del desarrollo del binomio de Newton (a + b)" son 
impares cuando, y sólo cuando, n tiene la forma 2" — 1. 


Htc hs n> 1. Demostrar que S 


Ai n>0. Demostrar que S 


Ejercicios numéricos referentes al capitulo 1 


1, a. Aplicando el algoritmo de Euclides, hallar (6 188, 4 709). 
b. Hallar (81 719, 52 003, 33 649, 30 107). 

2, a. Desarrollando el número a = LE fracción continua y for- 
mando la tabla de fracciones reducidas (d, $ 4), hallar: а) du, f) la 
expresión de а en la forma indicada en la pregunta 4, b, considerando 
+= 2, 

b. Desarrollando a = 5291. еп tracción continua y formando la tabla 


de fracciones reducidas, hallar: а) Os, B) la expresión de a en la forma 
indicada en la pregunta 4, b, considerando т = 1 000. 

3. Formar la sucesión de fracciones de Farey (pregunta 4) desde O hasta 1, 
excluyendo 1, con los denominadores no superiores a 8. 

4. Formar la tabla de números primos menores de 100. 

Б, a. Hallar la descomposición canónica def número 82 798 848 
b. Hallar la descomposición canónica del número 81 057 226 635 000. 


CAPITULO SEGUNDO 


Las funciones más importantes 
de la teoría de los números 


Ё 1. Funciones a. Еп la teoría de los números desempeña 
xp (а) un papel importante la función xl; ésta 
se define para todos los valores reales de x y representa el 
entero mayor, no superior a x. Esta función se llama parte 
entera de x. 
Ejemplos. 
[7] = 7; 1261 = 2; [—4,75] = — 

A veces se considera también la función (x) = x — lx]. 
Esta función se llama parte fraccionaria de x. 
Ejemplos. 

(7) = 0; (26) = 0,6; (—4,75) = 0,25. 
b. Para mostrar la utilidad de las funciones introducidas, 
demostremos el teorema: 
El exponente, con el que un número primo dado p figura en el 
producto n!, es igual a 


n п 
G1 08] 19 

En efecto, el número de factores en el producto nl que 

son múltiplos de p, es igual a [2]. entre ellos, múltiplos 


de p hay [x]: entre estos últimos, múltiplos de р? hay 
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[55]. eto. La suma de los números indicados da precisa- 


mente el exponente buscado, puesto que cada factor en el 
producto n! que sea múltiplo de p", pero no de p"*', se 
cuenta del modo indicado m veces, como múltiplo de p, 
ph р?, ..., у, finalmente, de p". 

Ejemplo. El exponente con el que el múmero 3 figura en 
el producto 40! es igual a 


юу [4| гю Я 

US] (8)4(8) o Е 
$ 2. Sumas a. En la teoría de los nümeros desempe- 
extendidas fian un papel particularmente importante 


gos, dieisores las funciones multiplicativas. Una fun- 
ción Ө (a) se llama multiplicativa, si se 

cumplen las condiciones siguientes: 

1. La función Ө (a) está definida para todos (os enteros positi- 

vos a y no se anula para ningún a de éstos. 

2. Para cualesquiera positivos a, y as, primos entre sí, se 

tiene 


Ө (asas) = Ө (а) Ө (аз). 


Ejemplo. Fácilmente se observa que es multiplicativa la 
función 0 (a) = a', donde s es un número real o complejo 
arbitrario. 

b. De las propiedades indicadas de la función Ө (a) se deduce, 
en particular, que Ө (1) = 1. En efecto, supongamos que 
Ө (ap) по es igual a cero, entonces Ө (по) = Ө (1 ао) = 
= 0 (1) Ө (a), es decir, Ө (1) = 1. Además, resulta la si- 
guiente propiedad importante: si 8, (a) y Өз (a) son funciones 
multiplicativas, entonces Ө, (а) = Ө, (а) Ө, (a) también es 
una función multiplicativa. En efecto, se tiene 


9, (1) = Ө, (1) Ө, (1) = 1. 
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Además, para (a, аз) = 1, obtenemos: 
до (ааз) = 0, (аз) Ө; (ааз) = 

= 6, (а) 8, (аз) Ө; (а) Ө, (аз) = 

= 8, (а) Oz (а) O, (аз) Өз (a) = 

7-8, (a) до (аз). 
с. Sea Ө (а) una función multiplicativa y sea а= papas... 
^. pz" la descomposición canónica del número a. Desig- 
nando con la notación A la suma, extendida a todos los 

Ка 


divisores 4 del número a, se tiene 
404) = (15-00) +0(00 +... - 8 (929) — 


2140 (рь) --9 (2) +... 4-0 (ри) 

(еп el caso а = | se supone que el segundo miembro es igual 
al). 
Para demostrar esta identidad, abramos los paréntesis en el 
segundo miembro. Se obtiene una suma de términos de la 
forma 

Ө (ph) 0 (р?н)... O (PR) - 0 (pts .. ри); 

OSP <a 0 «B, a, ..., 0<Br a 
donde ninguno de tales términos se omite y no se repite más 
de una vez; esto es (e, $ 6, cap. 1), precisamente, lo que 
figura en el primer miembro. 
d. Para 0 (a) = a' la identidad c toma la forma 


У а= (14-р рн... рн)... 
Ka 
eo O7] PEE Бри). а 
En particular, para s — | el primer miembro de (1) герге- 
senta la suma de los divisores S (a) del número a. Simplifi- 


cando el segundo miembro, obtenemos: 
m 
Lu 


Pk — 
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Ejemplo. 

5(720) = 5 (2-3-5) «E A 
Para 5 = 0 el primer miembro de (1) representa el número 
de divisores т (a) del número a, y se tiene: 

(a) = (ш + 1) @ +1)... (m +1). 
Ejemplo. 
т (720) = (4+ 1) 2 +1) (1 + 1) = 30. 


$3. Función a. La función de Móbius y (a) se define 
de Möbius para todos los enteros positivos a. Esta 
se determina por las igualdades: р (а) = 0 si a es divisible 
por un cuadrado distinto de la unidad; y (а) = (Лу, 
si a no es divisible por un cuadrado distinto de la unidad, 
donde k denota el número de divisores primos del número a ; 
en particular, para a = 1 se considera k = 0, por lo cual 
admitimos que p (1) ^ 

Ejemplos. 


2418. 


nü)-l  p(6)=—1, во) со, 
вачи n (10) = 1, 
p(3)= —1, n(1)- —1, 
p(4)=0, (8) =0, (12) =0. 


b. Sea Ө (а) una función multiplicativa y sea 
ac pups s pe 
la descomposición canónica del nümero a. Entonces 
ддв = (1—00) (1 —9 (94) e (1—0 (ль). 
(En el caso a = 1 se supone que el segundo miembro es igual 
c eis) la función p (a), evidentemente, es multiplicativa. 


Por esto, es multiplicativa también la función 0, (a) — 
= y (a) 0 (a). Aplicando a esta última la identidad e, $ 2 
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y teniendo en cuenta que Ө, (p) = --8 (р); Ө, (p*) =0 para 
$2» 1, nos convencemos de que el teorema es justo. 
c. En particular, haciendo 0 (a) — 1, de b obtenemos 


h si >! 
PO ü 1, FEED 


Haciendo 0 (4) = 4, resulta 


зи IA 
d 
Na 1 
d. Supongamos que a los enteros positivos 

6 = ôn Ôn ..., 5, 
les corresponden cualesquiera valores reales o complejos | = 
= fm fa sss fn. Entonces, designando con la notación S' 
la suma de los valores f que corresponden a los valores iguales 
a 1, y con la notación 54 la suma de los valores | que corresponden 
a los valores 6 que son múltiplos de d, se tiene 

5' = Ун (d) а, 

donde d recorre todos los números enteros positivos que dividen 
al menos un valor 8. 
En efecto, en virtud de c, se tiene 


Sh Sed) в (d)+ cha в. 


Reuniendo todos los términos con un mismo valor de d y sa- 
cando fuera de paréntesis p (d), obtendremos entre paréntesis 
la suma de aquellos números f, y sólo aquéllos, cuyos 6 co- 
rrespondientes son múltiplos de d, y esto es precisamente Sa. 


$ 4. Función a. La función de Euler Ф (а) se define 


de Enler para todos los enteros positivos a y repre- 
senta la cantidad de números de la sucesión 
0, 1,...,a—1 (0 


que son primos con a. 
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Ejemplos. 
Ф()=1, (4-2, 
Ф(2)=1, Ф(5) = 4, 
9(3-2, Ф(6) =2. 
b. Sea 


а= ppp ... рух (2) 
la descomposición canónica del número а. Entonces 
1 
Ф@а)=а(1—--)(1— , (3) 
o también 
9 (a) = (дн — р д(ри-ри (р-р (4) 


en particular, 
фр") = p*—p7', ф(р)=р—1. (5) 
En electo, apliquemos el teorema d, $ 3. En este caso, los 
números 6, y los números f, los definimos así: Supongamos 
que & recorre los números de la sucesión (1). Hagamos бу = 
= (k, a) y a cada valor 6, le ponemos en correspondencia el 
número fy = 1. 
Entonces S' será igual al número de valores de ô, = (k, a) 
que son iguales a 1, es decir, será igual a q (a), mientras que 
Sa será igual al número de valores de 8, — (k, a) que son 
múltiplos de d. Pero (£, a) puede ser múltiplo de d solamente 
bajo la condición de que d sea un divisor de a. Cumpliéndose 
esta condición, 54 será igual al número de valores de & que 


son múltiplos de d, es decir, será igual al . Así, pues, resulta 
е(а)= X». 
dvo 


de donde, en virtud de c, $ 3, se deduce la fórmula (3), y 
de esta ültima, en virtud de (2), se deduce la fórmula (4). 
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Ejemplos. 
v =eo (1-4) (1—4) (1-4) ie 
(81) 581—27 = 54; 
9(5-5- 1-4. 
c. La función q (a) es multiplicativa. 
En efecto, para (а, аз) = | de b, evidentemente, se deduce 
que 
Ф (даз) = Ф (a) Ф (a3). 
Ejemplo. q (405) = q (81) q (5) = 54-4 = 216 
а. PL =а. 
Para verificar esta fórmula, aplicamos la identidad с, $ 2, 
la cual para Ө (а) = q (a) da 
PLC "Fe(p)- e(pD +07)... 
e ne (ра) + e GR +... е (ри). 
En virtud de (5) el segundo miembro se escribe asi: 
(14 (а= 0-- (91 — p) ++. or – РР)... 


E р) +... (а m ph). 
lo cual, después de reducir los términos semejantes en cada 
paréntesis grande, resulta ser igual a pg роз. . рел = а 
Ejemplo. Haciendo a — 12, hallamos 
9 (1) + 9 + Ф (3) + p (4) + (6) + Ф (12) = 
=1+1+2+2+2 + 4 = 12. 


Preguntas referentes al capitulo И 
1, a. Supongamos que en el intervalo Q < x < А la función 
f (x) es continua y no negativa. Demostrar que la suma 


¿E 0! 
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expresa el nümero de puntos enteros (puntos de coordenadas 
enteras) de la región plana: Q< x < №, 0c y <f (х). 
b. Sean P y Q nümeros positivos impares, primos entre sí. 
Demostrar que 


х [fije 2 (> 


от ои 


с. Supongamos que r>0 y sea T el número de puntos 
enteros que hay en la región x*+y*<r?. Demostrar que 


= roy 
Т=1+4{1+8 x Иса. 
aer y 
d. Supongamos que n>0 y sea Т el número de puntos 
enteros que hay en la región x>0, y>0, xy «n. Demos- 
trar” que 
T-2 Y [i]-w^r. 
[SLE 


e. Consideremos un polígono, cuyos vértices son puntos ente- 
ros y cuyo contorno no se corta consigo mismo y no es tangente 
a sí mismo. Sea S el área del polígono y T = У 8 — 1, donde 
la sumación se extiende a todos los puntos enteros que están 
situados en el interior del polígono y en su contorno, siendo 
8 = 1 para los puntos interiores y 6 = 0,5 para los puntos 
del contorno. Demostrar que T = S. 

2. Supongamos que n >> 0, m es entero, m > 1 y x recorre 
los nümeros enteros positivos que no son divisibles por la 
m-ésima potencia de un entero superior a 1. Demostrar 


que + - НА 
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3. Supongamos que los números positivos æ y f son 
tales que 

lax; x=1,2, ...; Py; 9-52, +... 
forman conjuntamente todos los números de la sucesión 
natural sin repeticiones. Demostrar que esto se cumple 
cuando, y sólo cuando, œ es irracional y 


1 1 
е 
4, a. Sea [т] 1, / = [x] y sean xy, xs, |.. X los núme- 
ros 1, 2, t, dispuestos en tal orden que los números 
0, {ах}, (аха), ..., (ах), 1 


no decrezcan. Demostrar el teorema de la pregunta 4, b, 
cap. 1, considerando las diferencias de los números conse- 
cutivos de la última sucesión. 


b. Sean т, т, ..., Ta números reales, cada uno de los 
cuales no es menor que 1; supongamos que a, сз, ..., ал 
son reales. Demostrar que existen unos números enteros 
En En «s En, no simultáneamente iguales a cero, y un 


número entero т, que satisfacen a las condiciones: 
Парта, [b2] < Tz о ГВА < tw (En En ++, En m) 
DE E 
5. Sea а real y c entero, c2 0. Demostrar que 


[е-е 


6, а. Sean а, B, ..., A números reales. Demostrar que 
ја ВЕ... Мол Hp +... + А. 
b. Supongamos que а, b,..., L son enteros positivos, 


a+b+... +1 =п. Aplicando b, $ 1, demostrar que 
al 
al bi 


Jj 
es un nümero entero. 


42 CAPITULO П LAS FUNCIONES MAS IMPORTANTES 


7. Supongamos que h es entero, h>0, p es primo y 


Representando h en la forma h = psum + Pm-1m-1 +... 
+ + +. + Pitis + ро, donde um ев el máximo и, no superior 
а h, рим es el máximo múltiplo de um no superior a h, 
Рт -1m -, es el máximo múltiplo de 4, -: no superior a h — 
— ртит, Pm -2ит -2 es el máximo múltiplo de uj, -z no supe- 
rior a А — pm — Pm-tllm -1, elc, demostrar que los núme- 
ros a que satisfacen a la condición de que en la descomposi- 
ción canónica de a! el nümero p figura con el exponente A, 
existen cuando, y sólo cuando, todos los números р», 
Pm-=1+ + + «+ Ру, Po soñ menores que p; además, en este caso 
los números a indicados son todos los de la forma 


а = рр"! + py ap" +... + рир? + pop + р", 


donde р’ toma los valores: 0, 1, ..., p— 1. 
8, а. Supongamos que en el intervalo Q <x <R la fun- 
ción f (x) admite derivada segunda continua. Haciendo 


рб) = 1). o= foed, 
è 
demostrar que (fórmula de Sonin) 


в 
D Год = | fade +p (R (К) р (Ф) Г) – 
Q<x<R Q 
А 


—e(R)f' (А) +0 (Q) Р (Q) + | o (x) P (x) dx. 


b. Supongamos que se cumple la condición de la pregunta 
a para R arbitrariamente grandes, y que la integral 
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[1 сотах es convergente. Demostrar que 
Q 


D fm= 


оа 
P = 

=с+ | F) dx + p (RHR) — 0 (R) PIR) — [ioco (de. 
Q R 


donde C no depende de R. 
c. Si B toma solamente valores positivos y la razón Y 


permanece acotada superiormente, se escribe A = О (B). 
Sea n entero, n > 1. Demostrar que 


In (nl) = n Inn — n + O (In n). 

9, а. Sean 2, Ө(г, %)= У) Inp, donde p recorre los 
números primos. Sea también Ө (у> (s, 0) y para x>0 
ро) 280) -9(/x) c9 (73)... 

Demostrar que 

а) In(nl)-vo--v(2) -v(3) 

B) (n) <2n; 

» o(a 5) +ө(5. 7)+0 (5 5)+..- 
=nIn2+0(V a). 

b. Para n> 2, demostrar que 


У, 192. пп+0(0), 


p<n 


donde p recorre números primos. 
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c. Sea e una constante positiva arbitraria. Demostrar que 
en la sucesión de números naturales existe un conjunto infi- 
nito de pares de números primos p,, pn+, que satisfacen a la 
condición 

Pari < Pr (1 + е). 


d. Sea n > 2. Demostrar que 

Y 7=C+InInn+0 (r). 

pan 
donde p recorre números primos y C no depende de n. 
e. Sea n>2. Demostrar e 


1-0) 8010 (a). 


donde р recorre números primos у Со no depende de л. 
f. Demostrar la existencia de una constante sy > 2 con la 
condición de que para cualquier entero 5 > 50, para el s-ésimo 


número primo p, de la sucesión 2, 3, 5, ... se verifica la 
desigualdad 

p, < 1,5s In s. 
g. Demostrar que 

gij- 0 Un Ina). 


10, a. Sea Ө (а) una función multiplicativa. Demostrar que 
9, (а) = 5) Ө(4) también es una función multiplicativa. 

b. Supongamos que la función Ө (a) está definida para todos 
los enteros positivos a y que la función часа да) es 
multiplicativa. Demostrar que la función Ө (а) también es 
multiplicativa. 

11. Supongamos que, рага m > 0, t, (a) denota el número 
de soluciones de la ecuación indeterminada хх... Xm = 
= а (X, хь ..., Xm Гесоггеп los números enteros positivos 
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independientemente uno de otro); en particular, es evidente 
que т, (а) = 1, тг (a) = т (а). Demostrar que 
2. Tm (a) es una función multiplicativa. 
b. Sea p un número primo, a >0 y т >> 1. Entonces 
фу. (®+1)(®+2)... (а+т—1) 
Tm (p^) та ас) i 
c. Si e es una constante positiva arbitraria, se tiene 


тт (а) _ 
E 


а. У) тт (а) expresa el número de soluciones de la desi- 
к» 


gualdad x,x, ... x& «n en números enteros positivos х, 


Xn ен Xm 
12. Supongamos que R(s) representa la parte real del 
número s. 


Si R(s)>1, hacemos { (у= У) 7. Sea m>0, m es 


entero. Demostrar que 


[157 Iun. 

13, a. Siendo R(s) > 1, demostrar que 
1 

= П- I' 


» 


donde p recorre todos los números primos. 

b. Demostrar que la cantidad de nümeros primos es infinita, 
basándose en la divergencia de la serie armónica. 

c. Demostrar que la cantidad de números primos es infinita, 


basándose en la irracionalidad del número ¢ (2) = ЕЯ 


M. Sea Л (а) = In p рага а = p', donde p es primo y l 
es un entero positivo; Л (а) = 0 para los otros enteros posi- 
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tivos a. Siendo R (s) > 1, demostrar que 


ш ума. 


to = 


15. Sea R(s)> 1. Demostrar que 
I (-2)- 3 52. 
> 


donde p recorre los números primos. 
16, a. Sea n>1. Aplicando d, $ 3, demostrar que 


1= ua). 
освен 
b. Sea М(г, 2) = У n(a; М(х) = M(x, 0). Demostrar 
На юг 


а) М(п)+ м (5) M (3) tinh 


p m(n т) м (5 а) ем(фе в) я 
+... =—1,n>32 
с. Supongamos que n =œ 1l, / es entero, [2 1, Ti, , es el 
número de enteros x con la condición 0 < x < л, que no 
son divisibles por la /-ésima potencia de un entero superior 
a 1. Aplicando d, $ 3, demostrar que 


т. "Фа. 
4-1 


17, a. Supongamos que a es entero, а — 0, y que para los 
enteros x, Хз, ..., x, se ha definido univocamente una 
función f (x). Demostrar que 


S= POET 


donde S' denota la suma de los valores de f (x), extendida 
а los valores de x que son primos con a, y 54 es la suma de 
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los valores de / (x), extendida a los valores de x que son múlti- 

plos de d. 

b. Supongamos que k > 1 y que se han dado los sistemas 
A GA E UNE раке 

donde cada uno de ellos consta de números enteros no simul- 


táneamente iguales a cero. Supongamos también que para 
estos sistemas se ha definido unívocamente una función 


F (Xi Xo... хи). Demostrar que 
5'= Xy (d) Sa, 
donde 5“ denota la suma de los valores de f (x х2, ..., Xa), 


extendida a los sistemas de números primos entre sí, y 54 
es la suma de los valores de f (xy, х2, . xy), extendida 
a los sistemas de números que son simultáneamente múltiplos 
de d. Aquí d recorre números enteros positivos. 

с. Supongamos que a es entero, a > 0, y que para los divi- 
sores ô del número a se ha definido unívocamente una función 
F (6). Haciendo 


G(5)— Y F (d), 
dx 


demostrar que (la ley de inversión para las funciones numé- 


ricas) 
F(a)= У, »()6 (2). 
ка 
4. Supongamos que а los enteros positivos 
E «52.8. 


les corresponden cualesquiera números reales o complejos, 
no iguales a cero: 
hh be 


е Црно, 


donde P' denota el producto'de los valores f que corresponden 
a los valores $ que son iguales а І, Ри denota el producto 


Demostrar que 
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de los valores f que corresponden a los valores 6 que son múl- 
tiplos de d, y d recorre todos los números enteros positivos 
que dividen al menos а un 8. 

18. Supongamos que a es entero, a — l, Om (n) = 1^ + 
+ 2" +... + n", Ym (а) es la suma de las m-ésimas poten- 
cias de los números de la sucesión 1, 2, ..., a que son 
primos con а; pi, рз, .. +, рь Son los divisores primos del 
nümero a. 

a. Aplicando el teorema de la pregunta 17, a, demostrar 
que 


9.00) = Y) p (d) d'on (5). 
dia 
b. Demostrar que 
Yı (a) зо (а). 
c. Demostrar que 
+ (а) (ЗС ди, ... ра) оо. 


19. Supongamos que 2>1, а es entero, a>0, T, es la 
cantidad de números х con las condiciones 0<x<z, 


(x, a) = 1, e es una constante positiva arbitraria. 
a. Demostrar que 
1-3 u0[7). 
de 


b. Demostrar que 
Т, = а vía) +0 (at). 


c. Supongamos que z > 1, л (г) denota la cantidad de núme- 
ros primos no superiores a z, a es el producto de los números 
primos no superiores а И 2. Demostrar que 


я@=л(г)—1+ Y nd) [5]. 


аха 


PREQUNTAS REFERENTES AL CAP. П 49 


20. Supongamos R(s)— 1, a es entero, a>0. Demostrar 


que 
-t09 (1-5 


donde n recorre en el primer miembro los nümeros enteros 
positivos que son primos com a, y p recorre en el segundo 
miembro todos los divisores primos del nümero a. 

La probabilidad P de que k números enteros positivos 
+.» Xy sean primos entre sí, la definiremos como 
ite para N — оо de la probabilidad Py de que sean 


primos entre sí k números xı, хз, . . . ху, a cada uno de los 
cuales, independientemente de los demás, se le ha asignado 
uno de los valores 1, 2, ..., №, los cuales se consideran 


como valores igualmente posibles. Aplicando el teorema 
de la pregunta 17, b, demostrar que P = (t (к))-“. 

b. Definiendo la probabilidad P de que la fracción Ž sea 
Irreducible del mismo modo que en la pregunta a para k = 2, 


demostrar que 

6 

Pak. 

22, a. Supongamos que r > 2, y sea T el número de puntos 
enteros (x, y) situados en la región х? + y! < r*, y cuyas 
coordenadas son nümeros primos entre sí. Demostrar que 


T-É P O(rinr). 


b. Supongamos que г >> 2, y sea T el número de puntos 
enteros (x, y, 2) situados en la región х? + y! 4 21 < и, 
y cuyas coordenadas son nümeros primos entre sí. Demostrar 
que 


T= xo Fa” 007). 


23, a. Demostrar el teorema c, $ 3, contando los divisores 
del número a que no son divisibles por el cuadrado de un 
entero superior a 1 y que tienen 1, 2, ... divisores pri- 
mos, 
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b. Supongamos que a es entero, a > 1, d recorre los divisores 
del número a que tienen no más de m divisores primos. Demos- 
trar que para m par, У р (d) >0, y para m impar, i p (d) < 


<0. 
c. En las condiciones del teorema d, $ 3, considerando que 


todos los valores f son no negativos y haciendo recorrer a d 
solamente los números que tienen no más de m divisores pri- 
mos, demostrar que 

S'<Yu(d)Sa S >Y pid) Sa 
según que m sea par o impar. 
d. En las condiciones de la pregunta 17, a, demostrar unas 
desigualdades iguales a las de la pregunta c, considerando 
que todos los valores de f (x) son no negativos; hacer lo mismo 
también en las condiciones 17, b, considerando que todos 
los valores f (x, Xa, .. ., Ха) Son no negativos, 
24. Supongamos que e es cualquier constante con las condicio- 
пе 0<e<L, N28 r= InN, 0c qe Ме, О 
<q (q, 0 = 1, я (М, 9, ) es la cantidad de números primos 
con las condiciones: p < М, p = qt + 1, donde 1 es entero. 
Demostrar que 

i NE 
aNg =O Am 


Para la demostración, haciendo Л = r'-9"*, Jos números 
primos con las condiciones indicadas se deben considerar 
como un caso particular de todos los nümeros con estas con- 
diciones que son primos con a, donde a es el producto de 
todos los primos que no son superiores a e^ y que no dividen 
aq. Se debe aplicar el teorema de la pregunta 23, d (condi- 
ciones de la pregunta 17, а) con el a indicado y m = 
-21i2Inr +11 

25. Supongamos que k es par, k>0, la descomposición 
canónica del número a tiene la forma a = pipa ... px 
y d recorre los divisores del número a con la condición 
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0<d< Иа. Demostrar que 

2 u (d) =0. 
26. Supongamos que k es entero, & > 0, d recorre los números 
con la condición ф (d) = k. Demostrar que 


Био. 
4 


27. Utilizando la expresión de q (a), demostrar que la can- 
tidad de números primos es infinita. 

28, Demostrar el teorema d,$ 4, estableciendo que la 
cantidad de números de la sucesión 1, 2, ..., а que tienen 
con a un mismo máximo común divisor 6, es igual a ф ($) Р 
b. Deducir la expresión para q (a): 

о) aplicando el teorema de la pregunta 10, b; 

B) aplicando el teorema de la pregunta 17, c 

29. Sea R (s) > 2. Demostrar que 


y ое) teh 


[ONE 
30. Sea n entero, n 2-2. Demostrar que 


У (т) = S nico (nn. 


т<! 


Ejercicios numéricos referentes al capitulo И 


1, a. Hallar el exponente con el que el número 5 figura en la descom- 
posición canónica de 5 2581 (véase la pregunta 5). 

b. Hallar la descomposición canónica del número 125! 

2, a. Hallar т (5600) у 5 (5 600). 

llar т (116 424) y 5 (116 424). 

3. Formar la tabla de los valores de la función р (a) para todos los 
а= 1,2, ..., 100. 

4. Hallar a) q (5 040), В) p (1 294 700). 

5. Formar Ја tabla de los valores de la función ф (a) para todos Jos 
50, aplicando solamente la fórmula (5), $ 4 y el teo- 


CAPITULO TERCERO 


Congruencias 


1. Conceptos а. Vamos a estudiar los números enteros 

undamentales en relación con los restos de la división 
de los mismos por un entero positivo m dado, al cual lo Пата- 
remos módulo. 
A cada número entero le corresponde el resto de su división 
por т (c, $ 1, cap. 1); si a dos enteros a y b les corresponde 
un mismo resto r, éstos se llaman congruentes según el módulo 
m, o respecto del módulo m, o simplemente, congruentes módu- 
lo m. 
b. La congruencia de los números а y b respecto del módulo 
m se escribe así: 

a su b (mód. m). 


lo cual se lee: a es congruente con b respecto del módulo m. 

c. La congruencia de los nümeros a y b respecto del módulo 
m es equivalente a: 

1. La posibilidad de expresar a en la forma a = b + mt, 
donde t es entero. 

2. La divisibilidad de a — b por m. 

En efecto, de a = b (mód. m) se deduce que 


a=mq+r, b= mp +r; 0<r<m, 
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de donde 
а—Ь = т(9 —– Ф), а= + ті, 1= 09 — 
Recíprocamente, de а = b + mt, representando b en la forma 
b=m+r, 0<r<m, 
deducimos que 
а=тф +, q=q4+t 
а= b (mód. m). 


Por esto, la afirmación 1 es justa. 
De 1 se deduce inmediatamente la afirmación 2. 


es decir, 


$2 Propiedades a. Dos números que son congruentes con 


de las un tercero, son congruentes entre 51. 
congruencias, Se deduce de a, $ 1. 
semejantes a b. Las "1 TS 

las propiedades a: congruencias se pueden sumar 
de las término a término. 
igualdades En efecto, sea 


a, = b, (mód. m), аз = bz (mód. m), .. 
ак = ba (mód. т). (1) 


Entonces, (1, c, $ 1), 


a, = b, + тї, аз = b, + mt... ay = by + mf. (2) 
de donde 
“atat... a= 


=b bb ss b bm A+. +h) 


о sea, (1, с, $ 1), 

аа 4+... + ay = b. ++... + by (mód. m). 
Un sumando que figure en un miembro cualquiera de la con- 
gruencia se puede pasar al otro miembro, cambiándole el 
signo. 
En efecto, sumando la congruencia a + b = c (mód. т) 
con la congruencia evidente —b == —b (mód. т), resulta 
a = c — b (mód. m). 
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A cada miembro de una congruencia se le puede sumar (o restar) 
cualquier número que sea múltiplo del módulo. 

En efecto, sumando la congruencia a = 5 (mód. m) con la 
congruencia evidente mk = 0 (mód. m), resulta a + mk = 
= b (mód. m). 

c. Las congruencias se pueden multiplicar término а tér- 
mino. 

En efecto, examinemos de nuevo las congruencias (1) y las 
igualdades (2) que se deducen de ellas. Multiplicando término 
a término las igualdades (2), obtenemos 


aa... = biba . . . ba + MN, 
donde N es entero. Por consiguiente, (1, c, $ 1), 
aaz . . . ау = Dabo... би (mód. m). 


Ambos miembros de la congruencia se pueden elevar a una 
misma potencia. 

Esto se deduce del aserto anterior. 

Ambos miembros de la congruencia se pueden multiplicar por 
un mismo entero. 

En efecto, multiplicando la congruencia a = b (mód. m) 
por la congruencia evidente k = k (mód. m), obtenemos 
ak = bk (mód. m). 

d. Las propiedades b y c (la adición y multiplicación de 
congruencias) se generalizan mediante el siguiente teorema. 
Si en la expresión de una función racional entera de coeficien- 
tes enteros 


S= D A A MN 


se sustituyen los números Am... ay Хо ++.» Xa por los 
números Ва... ap Мо +» Ya los cuales son congruentes 
con los anteriores respecto del módulo m, la expresión nueva 


de S será congruente con la precedente respecto del módu- 
lo m. 
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En efecto, de 
Ал... = Ва... ap (MÓd. т) 
x, = y, (mod. m), ..., xi = y (mód. m) 
hallamos (c) 
agi es yt (mód. m), ..., x = fa^ (mód, т), 
Jay cosa! oom Ва. И --- МА (Mód. m). 


de donde, sumando, obtenemos 
XA srt oom МВ cap ss Vh (Ód. т). 


а= b (mòd. m), a, = b, (mód. m), . . a, = b, (mód. m), 


X жа x, (mód. m), 


se liene 
ах" + ayx^ ^! + ар жа 

= bx? битот... 40 (mód. m) 
Este aserto es un caso particular del anterior. 
e. Ambos miembros de la congruencia se pueden dividir por su 
común divisor, si este último es primo con el módulo. 
En efecto, si a == b (mód. m), а = аа, b = bid, (d, т) = 1 
resulta que la diferencia a — b, igual a (a, — bi) d, es divi- 
sible por m. Por esto (2, f, $2, cap. 1) а, — b es divisible 
por m, es decir, a, = b, (mód. m). 


$ 3. Otras a. Ambos miembros de una congruencia 
propiedades de y el módulo se pueden multiplicar por 
las congruencias ип mismo número entero 
En efecto, de а = b (mód. m) se deduce que 
a=b+mt, ak = bk + mkt 
у, por consiguiente, ak = bk (mód. mk). 
b. Ambos miembros de una congruencia y el módulo se pueden 
dividir por cualquier común divisor suyo. 
En efecto, sea 
a= b (mód. m), a = ай, b= bid, тита 


56 CAPITULO 11 CONORUENCIAS 
Se tiene 
a = b + ml, ad = bid + midt, а, = b, + ті 


y, por lo tanto, a, == b, (mód. m). 

c. Si se verifica la congruencia a == b respecto de varios módu- 
los, entonces se verifica también respecto del módulo que es 
igual al minimo común múltiplo de estos módulos. 

En efecto, de a= b (mód. т), a= b (mód. тз), .... 
а = b (mód. ть) se deduce que la diferencia a — b es divisible 
por todos los módulos тү, ma, . . ., ту. Por esto, (c, $ 3, 
cap. 1), también es divisible esta diferencia por el mínimo 
común múltiplo m de estos módulos, es decir, a == b (mód. m). 
d. Si una congruencia se verifica respecto de un módulo m, 
también se verifica respecto de un módulo d que sea igual a cual- 
quier divisor del número m. 

En efecto, de a жа b (mód. m) se deduce que la diferencia 
а — b tiene que ser divisible por m; por esto, (1, b, $ 1, 
cap. 1), esta diferencia tiene que ser divisible también por 
cualquier divisor d del número m, es decir, a == b (mód. d). 
e. Si un miembro de una congruencia y el módulo son divisibles 
por algün nümero, el otro miembro de la congruencia liene 
que ser divisible por el mismo nümero. 

En efecto, de а == b (mód. m) se deduce que a = b + mt; 
si a y m son múltiplos de d, entonces (2, b, $ 1, cap. 1) tam- 
bién b tiene que ser mültiplo de d, como se afirmaba. 

f. Si a жа b (mód. m), entonces (a, m) = (b, m). 

En efecto, en virtud de 2, b, $ 2, cap. 1, esta igualdad se 
deduce inmediatamente de a — b + mt. 


$ 4. Sistema a. Los nümeros que dan un mismo resto, 
completo o lo que es lo mismo, los que son congruen- 
de restos 


tes respecto del módulo т, forman una 
clase de nümeros respecto del módulo m. 

De esta definición se deduce que a todos los nümeros de 
una clase les corresponde un mismo resto л, por lo cual, 
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haciendo recorrer a q en la forma mg + r todos los números 
enteros, se obtienen todos los números de la clase. 
Correspondientemente a m valores distintos de r, se tienen 
m clases de números respecto del módulo m. 

b. Cualquier número de la clase se llama resto o residuo 
respecto del módulo m con relación a todos los números de 
la misma clase. El resto que se obtiene para д = 0, igual 
al residuo mismo r, se llama resto no negativo mínimo. 

El resto p que es el menor en valor absoluto, se llama resto 
absoluto minimo. 


Evidentemente, si г< 9 se tiene p г; si г> 9 se tiene 
p=r—m; finalmente, si m es par y г=-у-‚ se puede tomar 


por p cualquiera de los dos números т у т-т= -7 

Tomando un resto de cada clase se obtiene un sistema completo 
de restos respecto del módulo m. Por lo general, como sistema 
completo de restos se emplean los restos no negativos míni- 
mos 0, 1, ..., m — 1 o también los restos absolutos míni- 
mos; como se deduce de lo expuesto anteriormente, estos 
ültimos, en caso de m impar, se representan por la sucesión 


(9-50, 1 ... 


y en el caso de m par, por una cualquiera de las dos suce- 
siones 
-Ftb 01, 


т m 
-Fr en вна 


c. Cualesquiera m números que sean incongruentes dos a dos 
respecto del módulo m, forman un sistema completo de restos 
de este módulo. 

En efecto, estos números, siendo incongruentes, tienen que 
pertenecer a distintas clases, y como en total hay m números, 
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es decir, tantos cuantas clases hay, en cada una de las clases 
tiene que haber, indudablemente, un número único. 

d. Si(a, m) = 1 y x recorre el sistema completo de restos respec- 
to del módulo m, entonces ax - b, donde b es un entero cual- 
quiera, también recorre el sistema completo de restos respecto 
del módulo m. 

En efecto, hay tantos números de la forma ax + b cuantos 
números x hay, es decir, m. Según c, no queda más que mos- 
trar que dos números cualesquiera ax, + b y ax; b, que 
corresponden a dos nümeros incongruentes x, y x», son tam- 
bién incongruentes entre sí respecto del módulo m. 

Pero suponiendo que ax, + b = ax; + b (mód. m), se obtiene 
la congruencia ax, s ax; (mód. m), de donde, en virtud de 
que (a, т) = 1, resulta x, == x; (mód. m), lo cual contradice 
а la incongruencia de los números x, y x». 


$ 5. Sistema a. En virtud de f, $ 3, los nümeros de 
reducido una misma clase respecto del módulo m 
de restos tienen con el módulo un mismo máximo 
comün divisor. Son de suma importancia las clases para 
las cuales este divisor es igual a la unidad, es decir, las clases 
que contienen nümeros que son primos con el módulo. 
Tomando sendos restos en estas clases, se obtiene el sistema 
reducido de restos respecto del módulo m. Por consiguiente, el 
sistema reducido de restos se puede formar de los nümeros 
del sistema completo que son primos con el módulo. Ordina- 
riamente, el sistema reducido de restos se extrae del sistema 
de restos no negativos mínimos: 0, 1, ..., m — 1. Como 
entre éstos hay ọ (m) números que son primos con т, la can- 
tidad de números del sistema reducido, así como la cantidad 
de clases que contienen nümeros primos con el módulo, 
es igual a q (m). 

Ejemplo. El sistema reducido de restos según el módulo 42 es 


1, 5, И, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41 


$6 TEOREMAS DE EULER Y FERMAT 59 


b. Cualesquiera q (m) números que sean incongruentes dos a dos 
respecto del módulo m y que sean primos con el módulo, forman 
un sistema reducido de restos según el módulo m. 
En efecto, estos nümeros, siendo incongruentes dos a dos 
y primos con el módulo, tienen que pertenecer a distintas 
clases que contienen nümeros que son primos con el módulo, 
y como en total hay q (m) de tales números, es decir, tantos 
cuantas clases hay del tipo indicado, en cada una de las 
clases habrá, indispensablemente, un número único, 
c. Si (a, m) — 1 y x recorre el sistema reducido de restos según 
el módulo m, ax también recorre el sistema reducido de restos 
según el módulo m. 
En efecto, hay tantos números ax cuantos números x hay, 
es decir, q (m). Por lo tanto, en virtud de b, no queda más 
que demostrar que los números ax son incongruentes dos 
a dos respecto del módulo m y son primos con el módulo. 
Pero lo primero se demostró en d, $ 4 para los números de 
la forma más general ax + b; lo segundo se deduce de que 
(a, m) = 1, (х, т) = 1. 
$6. Teoremas a.Sim>1 y (a, т) = 1 se tiene (teo- 
de Euler rema de Euler): 
9. armat, а# =m 1 (mód. m). 
En efecto, si x recorre el sistema reducido de restos 
х=т,т,..., fe c (m, 

formado por los restos no negativos mínimos, entonces los 
restos no negativos mínimos Py, Pa, .. Pe de los números 
ax también recorren el mismo sistema, pero, generalmente, 
dispuestos en otro orden (c, $ 5). 
Multiplicando término a término las congruencias 

ar, = p, (mód. т), ar; = рг (mód. т), .. ., 

^, ar. = ре (mód. m), 
obtenemos 
абу... ге == Pipa + + + Pe (mód. m). 
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de donde, dividiendo ambos miembros por el producto 
Tita + Fe = фра sse, resulta 


а = | (mód. m). 


b. Si p es primo y a no es divisible por p, se tiene (teorema de 
Fermat): 
a?! zu | (mód. p). (1) 


Este teorema es una consecuencia del teorema a para m = p. 
Al último teorema se le puede dar una forma más cómoda. 
Precisando, si se multiplican ambos miembros de la con- 
gruencia (1) por a, se obtiene la congruencia 

а? za a (mód. p). 


la cual es válida ya para todos los valores enteros de a, puesto 
que también es válida si a es múltiplo de p. 


Preguntas referentes al capitulo 111 


1, a. Expresando los números enteros en el sistema decimal 
de numeración, deducir los criterios de divisibilidad por 
3, 9, 11. 

b. Expresando los números enteros en el sistema de numera- 
ción de base 100, deducir el criterio de divisibilidad por 101. 
€. Expresando los números enteros en el sistema de numera- 
ción de base 1 000, deducir los criterios de divisibilidad 
por 37, 7, 11, 18. 

2. Supongamos que т > 0, (a, т) = 1, b es entero, x recorre 
el Sistema completo y E el sistema reducido de restos res- 
pecto del módulo m: Demostrar que 


y (52) т), 


D D {F} е. 
LI 
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3, a. Supongamos que m>0(a, т) = 1, h>0, c es real 
m-i 
ax wo) 
s-3 (2528). 
donde ф(х) para los valores considerados de x toma valores 
que cumplen la condición c«w(x)«c--h. Demostrar que 
1 1 
|3—үт|<в+{. 
b. Supongamos que M es entero, m>0, (а, m) - 1l, Ay B 


son reales, 
мате 


Аа S= Y (АВ) 
E 
Demostrar que 
[s-7m|<l21+3. 
с, Sea M entero, m>0, (a, m)=1, 
Mim-i 
s= 2 UO 


donde la función f(x) admite derivadas continuas f'(x) 
y Р(х) en el intervalo M<x<M+m-—1, y se cumplen 
las condiciones 
Рача (a ml; 1011, X «ll Ge 
siendo 
1 
(стек, 14, A22, kl, 


Demostrar que 
1 k43 
[s-7m|<*P. 
4. Supongamos que en el desarrollo del número irracional A 
en fracción continua todos los cocientes incompletos están 
acotados, M es entero, m es entero, m>0, B es real. 


62 CAPITULO 111 CONORUENCIAS 


Demostrar que 


Матеа 
Y (x+8)=3m+0(nm). 
par 
5, a. Supongamos que А > 2, k > | y que la función f (х) 
admite derivada segunda continua en el intervalo Q <x < 
< Р, la cual satisface a las condiciones 


«M oe. 
Demostrar que 
Y (00) =g- 1011, 
охл 
1 
A=(2*(R—Q) In A + 8kA) 473. 
b. Supongamos que 0 < o < 1, Q y А son enteros. En las 
condiciones de la pregunta a, demostrar que el número 
% (0) de fracciones (f(x); x =Q + t, .. ., А con la con- 
dición 0 < f(x) < о se expresa por la fórmula 
y (0) = о (R — Q) + 0-24; |8 | < 1. 
6, a, Sea T la cantidad de puntos enteros (x, y) que hay en 
la región л? 4- y! « r* (го 2). Demostrar que 


2 
Тела 4-0 (r Inr). 


b. Supongamos que n es entero, n2» 2, E es la constante 
de Euler. Demostrar que i 
х(1)+т@)+...-Ет(л) = n(Inn4- 2£ — 1) +0 (ri? (In n). 
7. A un sistema de n nümeros enteros positivos, en que cada 
nümero viene expresado en el sistema de numeración de 
base 2, lo llamaremos regular, si para cualquier entero no 
negativo s la cantidad de nümeros, en cuya expresión figura 
2, es par, e irregular, si al menos para un s este número 
es impar. 
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Demostrar que un sistema. irregular se puede hacer regular 
disminuyendo o excluyendo completamente un solo término 
del mismo, y en sistema regular se hace irregular disminuyen- 
do o excluyendo completamente cualquiera de sus térmi- 
nos. 

8, a. Demostrar que la forma 

З"х„ + Ins H oo + а H ль 

donde Xn, хи... Xy, Хо recorren independientemente 
uno de otro los valores —1, 0, 1, representa todos los nüme- 


ros 
Ue 


Hi чи 1: 0) 1, es Hs 


y, además, cada número, de un modo único. 
b. Sean тү, ma, . . ., ту positivos, primos dos a dos. Apli- 
cando c, $ 4, demostrar que se obtiene el sistema completo 


de restos respecto del módulo mımz, ..., ти, haciendo 
recorrer a los números ху, X», .. ., x, en la forma 

X + max MM mama is Таки 
los sistemas completos de restos respecto de los módulos 
My, May EDS 
9. Sean ти, ms, ..., ma primos dos а dos y sea 

тт... m, = Mam, = Mm: = ... = Mam». 
a. Aplicando c, $ 4, demostrar que se obtiene el sistema 
completo de restos respecto del módulo m,m; ... ть, 
haciendo recorrer a los números x, Xz ..., ху en la 
forma 


My + Maxa +... + Man 
los sistemas completos de restos respecto de los módulos 
Mi, Ma E 
b. Aplicando c, $ 4, сар. II y b, $ 5, demostrar que se obtiene 
el sistema reducido de restos respecto del módulo тита... 
. ту, haciendo recorrer а los números x, хз, ..-. ХА 
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en la forma 

Mx + Mats + + Муху 
los sistemas reducidos de restos respecto de los módulos 
Mi, Mz, ses ту. 
c. Demostrar el teorema de la pregunta b independiente- 
mente del teorema с, $ 4, cap. II y deducir entonces е! último 
teorema como consecuencia del primero. 
d. Hallar de un modo elemental la expresión para Ф (y?) y, 
aplicando la igualdad c, $ 4, cap. И, deducir la expresión 
conocida para q (a). 
10. Sean my, ms, . my primos dos a dos, superiores a 1, 
т = mm... ти m= Мит, 


а. Supongamos que Xi, Xs, + ху, х recorren los sistemas 
completos de restos, y En Ёз, . . ., Ёл, E los sistemas reduci- 
dos de restos respecto de los módulos my, ma, .. . Mp, m. 


Demostrar que las fracciones 
Ж. d. Za 
+4) 

coinciden con las fracciones (5) , y las fracciones 

Ey i i & 

(+ +2 +. +2) con las fracciones (i. 
b. Sean dadas k funciones racionales enteras de coeficientes 
enteros de r variables x, ..., w(r> 1): 
ване) 3 A век 
: a 


y sea . 
Кан Y а, вади, 
a. 


Xs ..., W, recorren los sistemas completos de restos 
y b, +... ®, los sistemas reducidos de restos respecto del 
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módulo ть; x, , w recorren los sistemas completos de 
restos y E, ..., œ los sistemas reducidos de restos respecto 
del módulo m. Demostrar que las fracciones 

(Am erg) ү Sophie m» 


m, 


coinciden con las fracciones [ej y las fracciones 
his op fnlns -s ә) 
{ A yep ) 


con las fracciones (E) (generalización de los teore- 


m 
mas de la pregunta a). 
11, a. Supongamos que т es entero, m>0, a es entero, 
x recorre el sistema completo de restos respecto del módulo m. 
Demostrar que 
Tr ( m, si a es mültiplo de m. 
De” == Ñ до caso contrario. 


b.Supongamos que « es real, M es entero, P es entero, 
P > 0. Designando con la notación (а) el valor absoluto de 
la diferencia entre æ y el número entero más próximo a а. 
(distancia de о al entero más próximo) demostrar que 


М+Р-1 i 2 siempre 
| 2, ета min (Р, ку): el 3/4 (ed. 


c. Supongamos que m es entero, m — 1 y que las funciones 
M(a) y P(a) para los valores a=1, 2, ..., m—1 toman 
valores enteros con la condición P(a)>0. Demostrar que 
m-i M(a)kP(à)-1 | а 


тіпт 31а (ај), 
me 


e ™ |<) тіпт, зі т> 12, 


ami x7M(a) 
minm—m, si m>60. 
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12, a. Supongamos que m es entero, m > 0, Ё recorre el 
sistema reducido de restos respecto del módulo m. Demos- 
trar que 

mÈ 


мт е ". 


b. Aplicando el teorema de la pregunta a, demostrar el 

primero de los teoremas с, $ 3, cap. И (véase la resolución 

de la pregunta 28, a, cap. Il). 

c. Deducir el teorema de la pregunta a, aplicando el teorema 

de la pregunta 17, a, cap. П. 

d. Supongamos que 
Hx, „шеста Qm se, Ыш 


es una función racional entera de coeficientes enteros de г 
variables x, ..., w (r > 1), aes entero, m es entero, т > 0; 
X, .. «, ш recorren el sistema completo de restos y E, ..., œ 
el sistema reducido de restos respecto del módulo т. Intro- 
ducimos las notaciones 


aft, se) 
бате JE же, 
5 
7 ani Leet 
Son= 3 A 
Supongamos también que m =m; ... ma, donde my, ..., ти 


son primos dos a dos, superiores a l, y sea т= М,т,. 
Dernostrar que 

Sa, m, +++ Sap, my = мдар... Mam 

Sa, m, +++ Sa my == $мүа+...+Мау, т. 
e. Con las notaciones de la pregunta d, hacemos 

A(m) e m* Fi Sa, т. A' (m) e m F Sa, m 

donde a recorre el sistema reducido de restos respecto del 
módulo m. 
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Demostrar que 
А (т)... А (ть) = A (m), 
A' (ту)... A' (my) = A' (m). 
13, a. Demostrar que 
at Pl 
ra= 3 IL (17-7 Же”), 
10 p EI 
donde p recorre los divisores primos del nümero a. 
b. Deducir la expresión conocida para q (a) de la identidad 


de la pregunta a. 
M. Demostrar que 


1 El nth 
та=2 Y] ¿De 45 
о<х< Уа А-0 

donde ô = | ó 5 = 0, según que a sea el cuadrado de un 
número entero o no lo sea. 
15, a. Supongamos que p es primo y hn hz ..., ha son 
enteros. Demostrar que 
(и ++... + ha)? m 

= +h +... + RP (mód. p). 
b. Deducir el teorema de Fermat del teorema de la pregun- 
ta a. 
c. Deducir el teorema de Euler del teorema de Fermat. 


Ejercicios numéricos referentes al capitulo IIT 
1, a. Hallar el resto de la división de 
(12 371% + 34)% por 111. 
b. ¿Es divisible el número 2! %%—2 por 1 093% 
2, a. Aplicando los criterios de divisibilidad dela pregunta 1, hallar 
el desarrollo canónico del número 244 943 325. 
b. Hallar el desarrollo canónico del número 282 321 246 671 737. 


CAPITULO CUARTO 


Congruencias con una 
incógnita 


$ 1. Conceptos Nuestro objetivo próximo es el estudio 
fundamentales de las congruencias de la siguien- 
te forma general: 

Ро) ==0 (mód. т); f(x) = ах" + au?! +... Ба, (1) 
Si a no es divisble por m, el número л se llama grado de la 
congruencia. 

Resolver la congruencia, significa hallar todos los valores 
de x que la satisfacen. Dos congruencias, a las que satisfacen 
unos mismos valores de x, se llaman equivalentes. 
Si a la congruencia (1) la satisface algún x = xi, entonces 
(d, $ 2, cap. MI) a la misma congruencia la satisfacen tam- 
bién todos los números que son congruentes con x, respecto 
del módulo m: x s x, (mód. m). Toda esta clase de nümeros 
se considera como una solución. Por lo tanto, la congruencia (1) 
tendrá tantas soluciones cuantos restos del sistema completo 
la satisfagan. 
Ejemplo. A la congruencia 

ху +x dr 1 ии 0 (mód. 7), 
entre los nümeros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 del sistema completo de 
restos respecto del módulo 7, la satisfacen dos números: 
x — 2 y x= 4. Por ello, la congruencia indicada tiene dos 


soluciones: 
xw 2 (mód. 7), х wa 4 (mód. 7). 
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82. Congruen- a. La congruencia de primer grado, des- 
clas pués de trasladar el término indepen- 
de primer grado diente (con el signo contrario) al segundo 
miembro, se reduce a la forma 

ax та b (mód. m). @) 
b. Comenzando a estudiar el problema del número de solu- 
ciones de la congruencia (1), nos limitaremos primero al caso 
(a, m) = 1. En virtud del $ 1, la congruencia considerada 
admite tantas soluciones cuantos restos del sistema completo 
la satisfacen. Mas, cuando x recorre el sistema completo 
de restos respecto del módulo m, ax recorre el sistema com- 
pleto de restos (4, $ 4, cap. Ш). Por consiguiente, рага un 
valor de x tomado del sistema completo, y sólo para uno, 
ax será congruente con b. Así, pues, si (a, m) = 1 la congruen- 
cia (1) admite una sola solución. 
c. Supongamos ahora que (a, т) = d > 1. Entonces, para 
que la congruencia (1) tenga solución es necesario (e, $ 3, 
cap. Ш) que b sea divisible por d, pues en caso contrario 
la congruencia (1) sería imposible para algún x entero. Por 
esta razón, suponiendo que b es un múltiplo de d, hacemos 
а= ad, b = bid, m = та. Entonces la congruencia (1) 
(después de haber simplificado por d) resulta equivalente a 
ax =a b, (mód. mj), en la cual (a, my) = 1 y, por lo tanto 
admite una solución respecto del módulo ии. Sea x, el resto 
no negativo mínimo de esta solución respecto del módulo 
тц, entonces todos los números x que forman esta solución 
serán de la forma 


x == x, (mód. my). (2) 
Respecto del módulo m los nümeros (2) forman más de una 
solución; forman precisamente tantas soluciones cuantos 
números (2) haya en la sucesión 0, 1, 2, ..., m — 1 que 
sean restos no negativos mínimos respecto del módulo m. 
Tales nümeros son: 
3s x% + m, xı + 2m, s.s x + От, 
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es decir, en total d numeros (2) y, por consiguiente, la con- 
gruencia (1) admite d soluciones. 
d. Haciendo un resumen de todo lo demostrado, resulta el 
teorema siguiente: 
Sea (a, т) = d. La congruencia ах == b (mód. m) es imposible 
si b no es divisible por d. Si b es mültiplo de d, la congruencia 
admite d soluciones. 
e. Para averiguar las soluciones de la congruencia (1), indi- 
caremos solamente un método, basado en la teoría de las 
fracciones continuas; además, es suficiente limitarse al caso 
(a, т) = 1. 
Desarrollando en fracción continua la razón m : a, 

1 


irem i 
1 
d E 
y considerando las dos fracciones reducidas últimas: 
us daa 
Qc Фа" 


en virtud de las propiedades de las fracciones continuas 
(e, $ 4, cap. 1), se tiene: 
mQy-, — аР„. = (—1)", 
аР„- 9 Ст (mód. m), 
a (—1)^ P, 4b = b (mód. m). 
Así, pues, la congruencia en cuestión admite la solución 
x ша (—1)^ "P4 ,b (mód. m), 
para cuya averiguación es suficiente calcular P,., segün 
el método señalado еп d, $ 4, cap. 1. 
Ejemplo. Resolvamos la congruencia 
111x = 75 (mód. 321). (3) 
Aquí (111,321) = 3, siendo 75 múltiplo de 3. Por esta razón, 
la congruencia admite tres soluciones. 


$3. SISTEMA DE CONORUENCIAS DE PRIMER GRADO 7/ 


Dividiendo ambos miembros de la congruencia y el módulo 
por 3, obtenemos la congruencia 


37x ma 25 (mód. 107), (4) 
la cual debe resolverse primeramente. Se tiene 
107 |37 
74 В 
37 
AIT 
33 | [4 
32 18 
ДЕН 
НИ 
> 
Y 2 1 8 4 
P, 1 2 3 % 10 


Por lo tanto, en el caso dado л = 4, Pa. = 26, b = 25, 
y obtenemos la solución de la congruencia (4) en la forma 
X ча —26 25 sm 99 (mód. 107). 

De aquí, las soluciones de la congruencia (3) se expresan así: 
х ma 99; 99 + 107; 99 + 2-107 (mód. 321), 

es decir, 
х зш 99; 206; 313 (mód. 321). 
$ 3. Sistema а. Estudiaremos solamente el sistema 
de congruenclas тіз simple de congruencias 
de primer grado х b, (mód. ту), 

xm b; (mód. ту), .. -, x = b, (mód. ma) а 
соп una incógnita, pero con distintos módulos que son primos 
dos a dos. 

b. Se puede resolver el sistema (1), es decir, se pueden hallar 
todos los valores de x que le satisfacen, aplicando el teorema 
siguiente: 
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Supongamos que los números M, y M', vienen definidos por las 
condiciones 

mama... my = Mm, М.М; = 1 (mód. m,) 
у sea 

xo = ММ, + M:M;bz +... + ММА. 
Entonces el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema (1) 
se determina por la congruencia 


= xo (mód. лита... my) Q 
En efecto, como todos los números Mj, distintos de М,, 
son divisibles por m, para cualquier s= 1, 2,..., k 


se tiene 
xo жа M,Mib, = b, (mód. т,), 
y, por consiguiente, el sístema (I) es equivalente al sistema 
x =a xo (mód. my), x= хо (mód. ma), ... 
(4, X = Xp (mód. ma) (3) 

(es decir, a los sistemas (1) y (3) les satisfacen unos mismos 
valores de х). Pero, en virtud de los teoremas с, $ 3, cap. Ш 
y d, $ 3, cap. III, al sistema (3) le satisfacen aquellos valo- 
res de x, y sólo aquellos, que satisfacen a la congruencia (2). 
€. Si bi, bz, ..., by recorren independientemente uno de otro 
los sistemas completos de restos respecto de los módulos mi, та. . , 

«4, ту, entonces xo recorre el sistema completo de restos respecto 
del módulo түт... my. 


En efecto, хо recorre mima ... my valores, los cuales, en 
virtud de d, $ 3, en. ТИ, son incongruentes respecto del 
módulo тт, .. 


4. Ejemplo. Resolvamos el sistema 
x= b, (mód. 4), x == b, (mód. 5), х « b; (mód. 7). 
Aquí 4.5.7 = 35-4 = 28.5 = 20.7, y además, 
35.3 == 1 (mód. 4), 28.2 (mód. 5), 
20-6 = 1 (mód. 7). 
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Por lo tanto 

хо = 35:3b, + 28-2b, + 20-65, = 105b, + 565 + 120b, 
y, por consiguiente, el conjunto de valores de x que satisfacen 
al sistema puede expresarse en la forma 


x к= 105b, + 565; + 120b4 (mód. 140). 


Por ejemplo, el conjunto de valores de x que satisfacen al 
sistema 
x zm 1 (mód. 4), x = 3 (mód. 5), x = 2 (mód. 7), 
es 
x om 105-1 + 56-3 + 120-2 жа 93 (mód. 140), 
y el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema 
x = 3 (mód. 4), х == 2 (mód. 5), х = 6 (mód. 7), 


es 
x = 105-3 + 56.2 + 120.6 = 27 (mód. 140). 


$4.Congruen- a. Sea p un nümero primo. Demostremos 
clas unos teoremas generales relativos а: ипа 


тоаг eto “ongruencia de la forma 


de un módulo f (x) = 0 (mód. р); 
primo F = ах" рам... + аһ. (1) 
b. Una congruencia de la forma (1) es equivalente a una con- 
gruencia de grado no superior a p — 1. 
En efecto, dividiendo f (x) por x? — x, se tiene 

FG) = (30 (0) + R (x), 
donde el grado de R (х) no es superior а p — 1. Como x? — x e 
= 0 (mód. p), resulta f (x) == А (х) (mód. р), de donde se 
deduce el teorema indicado. 
c. Si la congruencia (1) admite más de n soluciones, todos los 
coeficientes de [ (x) son múltiplos de p. 
En efecto, supongamos, que la congruencia (1) admite al 
menos n +1 soluciones, Designando los restos de estas 
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soluciones con las letras xi Xz .. ., Хи, Xn+1 podemos 
expresar f (x) en la forma 


f (x) = a (x — ху) (x — x)». (X — Xn-3) (Ехо) (¥ — Xn) + 
+b(x— x) (ка)... (кла) (AX) + 


сбх x) (x — ха)... (x —Xn-2) + 
AAN + 
+k(x— x) x) 

+=) + 

+m. (2) 


Con este fin, transformando (abriendo paréntesis) los suman- 
dos del segundo miembro en polinomios, elegimos 6 de tal 
modo que la suma de los coeficientes de х"! en los dos pri- 
meros polinomios coincida con ay; una vez hallado 5, elegi- 
mos c de tal modo que la suma de los coeficientes de x^" 
en los primeros tres polinomios coincida con аз, etc. 
Haciendo en (2) х = xi, ха, .. ., Xy, Xn+1 Sucesivamente, 
comprobamos que todos los números m, l, k, ..., c, b, а 
son múltiplos de p. Por lo tanto, también son múltiplos de p 
todos los números а, ај, ..., à, (como sumas de números 
que son múltiplos de p). 

d. Si p es un número primo, se verifica la congruencia (teorema 
de Wilson) 


1-2... (p — 1) + 1 = 0 (mód. p). (3) 
En efecto, si p = 2 el teorema es evidente. Si p > 2 conside- 
ramos la congruencia 
(к—1)(х—2)... (x—(p—1)—(P*—1)= 
ж= 0 (mód. р), 


ésta es de grado no superior а р — 2 y admite р — 1 solucio- 
nes; precisamente las soluciones cuyos restos son 1, 2, ... 
.. 4 p — 1. Por consiguiente, según el teorema c todos sus 
coeficientes son múltiplos de p; en particular, también es 
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divisible por p el término independiente, el cual es precisa- 
mente igual al primer miembro de la congruencia (3). 
Ejemplo. Se tiene 1-2.3.4.5.6 + 1 = 721 = 0 (mód. 7). 


$5.Congruen- a. Si m, тз, ..., ma son primos dos а 
clas dos, la congruencia 

de cualquier 

grado respecto  Í(%) = 0 (mód. mm: ... m) (1) 
de un módulo es equivalente al sistema 

compuesto f (x) = 0 (mód. т), 

F (x) = 0 (mód. тз), ..., f (x) = 0 (mód. ma). 
Además, designando соп T, Ta, Ти los números de solu- 
ciones de cada una de las congruencias de este sistema respecto 
de los módulos correspondientes y con T el número de soluciones 
de la congruencia (1), se tiene 

T2TT...T. 
En efecto, la primera parte del teorema se deduce de c y d, 
$ 3, cap. Ш. La segunda parte se deduce de que cada una 
de las congruencias 

f (x) = 0 (mód. m,) (2) 
se cumple cuando, y sólo cuando, se cumple una de las T, 
congruencias de la forma 

x к= b, (mód. m,) 


donde b, recorre los restos de las soluciones de la congruen- 


cia (2); además, son posibles en total 7,7, ... T, combina- 

ciones distintas de la forma 

x= bi(mód. my), x= b, (mód. та), ... x= b, (mód. ть), 

que dan lugar (c, § 3) a clases distintas respecto del módulo 
тта... ту. 


Ejemplo. La congruencia 
FG) = 0 (mód. 35), f(x) = xt + 22 + 8x +9 (3) 
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es equivalente al sistema 
f(x) = 0 (mód. 5), [ (x) = 0 (mód. 7). 
Fácilmente se comprueba ($ 1) que la primera congruencia 
de este sistema tiene 2 soluciones: x ; 4 (mód. 5), la 
segunda congruencia tiene 3 soluciones: 5; 6 (mód. 7). 
Debido a esto, la congruencia (3) tiene 2-3 — 6 soluciones. 
Para hallar estas 6 soluciones, hay que resolver 6 sistemas 
de la forma 
x= b, (mód. 5), x = b; (mód. 7), (4) 
las cuales se obtienen haciendo recorrer a b, los valores b, = 
= 1; 4, y a ba los valores b, = 3; 5; 6. Pero, como 
35 —7.5 = 5.7, 7.3 = 1 (mód. 5), 5:3 == 1 (mód. 7), 
el conjunto de valores de х que satisfacen al sistema (4) se 
expresa en la forma (b, $ 3) 
x == 215, + 155; (mód. 35). 
Por lo tanto, las soluciones de la congruencia (3) son 
x wm 31; 26; 6; 24; 19; 34 (mód. 35). 
b. En virtud del teorema a, la discusión y solución de la 
congruencia 


f (x) = 0 (mód. рар... p) 
se reduce a la discusión y solución de las congruencias de la 
forma 


F (x) == 0 (mód. ре); (5) 
como ahora remos, esta última congruencia se reduce 
en general a la congruencia 


f (x) = 0 (mód. p). (6) 
En efecto, todo x que satisface a la congruencia (5) necesaria- 
mente tiene que satisfacer también a la congruencia (6) 
Sea 
x = x, (mód. p) 
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alguna solución de la congruencia (6). Entonces x = x + 
+ ри, donde t, es entero. Poniendo este valor de x en la 


congruencia 
[ а) = 0 (mód. р?) 


y desarrollando el primer miembro según la fórmula de 
Taylor, hallamos (teniendo én cuenta que armo) es 
entero y despreciando los términos que son múltiplos de ра): 
FG + РЫ Qa) ee 0 (mód. p*), LE А (x1) == 0 (mód. р). 
Limitándonos aquí al caso en que f’ (х) no es divisible por p, 
resulta una solución: 
f, == Ё (mód. p); 4 = f, + plz 
La expresion de x toma la forma 
х= x, + ph, + р% = ха + phi 
poniéndola en la congruencia 
Рб) = 0 (mód. p), 
Гоа) + рр (xa) = 0 (mód. p°), 
од 4 tf? (x1) m 0 (mód. p). 


resulta 


Aquí f^ (xa) no es divisible por p, puesto que 
ха = x, (mód. p), 
Р (xa) = Р (а) (mód. р), 
у, рог lo tanto, la última congruencia tiene una sola solu- 


ción: 
ta = 1, (mód. р); 


tam f, + різ. 
La expresión de x toma la forma 
x=x p, + ps = хз + Pis 
etc. De este modo, partiendo de la solución dada de la con- 
gruencia (6) hallamos la solución congruente con ella de la 
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congruencia (5). En resumen, foda solución x = x, (mód. p) 
de la congruencia (6), con la condición de que [' (xi) no sea 
divisible por p, proporciona una solución de la congruencia (5): 
X = Ха + Pla; 
x = x, (mód. ра). 
Ejemplo. Resolvamos la congruencia 
Ро) 0 (mód. 27); ) 
Fo) = a xp 4. 
La congruencia f (х) == 0 (mód. 3) tiene una solución x == 
zm | (mód. 3); en este caso f' (1) s 2 (mód. 3) y, por consi- 
guiente, no es divisible por 3. Hallamos: 
x= l + 3h, 

FC) + 36" (1) жа 0 (mód. 9), 34+ 3-2 = 0 (mód. 9), 
244 1 = 0 (mód. 3), уин 1 (mód. 3), (= 1 + 3t, 
х=4+9, 

F (4) + 9taf' (4) = 0 (mód. 27), 18 4-9/;-2 == 0 (mód. 27), 
2.42 а 0 (mód. 3), t, «2(mód. 3), t= 2-H 3t» 
х= 22-271. 

Por lo tanto, la congruencia (7) tiene una solución 
x =a 22 (mód. 27). 


(7) 


Preguntas referentes al capítulo IV 


1, a. Supongamos que m es entero, m >O, f(x, ..., ш) 
es una función racional entera de г variables x, . . ., ш (r > 1) 


con coeficientes enteros. Si el sistema х = xo, . . ., ш = Wo 
satisface a la congruencia 
FG, --.. w) sm 0 (mód. m) (1) 


entonces (generalización de la definición del § 1), el sistema 
de clase de números respecto del módulo m: 
x mm xo (mód. m), . . ., w s шо (mód. m) 
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lo consideramos como una solución de la congruencia (1). 
Sea T el número de soluciones de la congruencia (1). Demos- 
trar que 


m-im-i mod y af 0) 


2ni 
«0:60 Де 
b. Con las notaciones de la pregunta a-y de la pregunta 
12, e, cap. Ш, demostrar que 


Tm=m" Y, A(m). 
9 


Tm= ` 


c. Aplicar la igualdad de la pregunta a para demostrar 
el teorema del número de soluciones de una congruencia de 
primer grado. 
d. Supongamos que т es entero, m > 0; a, ..., f, g son 
enteros, en total r + 1 números (r > 0); d = (a, ..., f, т); 
T es el número de soluciones de la congruencia 

ax +...+ fw + g = 0 (mód. m). 
Aplicando la igualdad de la pregunta, a, demostrar que 

та, si g es múltiplo de d, 
T= 
0 еп caso contrario. 


e. Demostrar el teorema de la pregunta d partiendo del 
teorema del número de soluciones de la congruencia ах =a 
= b (mód. m). 

2, a. Sea m> 1, (a, m) == 1. Demostrar que la congruencia 
ах == b (mód. m) admite la solución x == baW"=1(mód. m). 
b. Sea р un número primo, 0 < a < p. Demostrar que la 
congruencia ax == b (mód. p) admite la solución 


жать Пу ОООО —а:+1) (пд. ру, 
c. a) Indicar el método más simple posible de resolución de 


una congruencia de la forma 
2^x æ b (mód. m); (2, m) = 1. 
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B) Indicar el método más simple posible de resolución de la 
congruencia 
З*х == b (mód. m); (3, m) = 

y) Sea (a, m) = 1, 1 < a < m. Desarrollando los métodos 
indicados en las preguntas a) у В), demostrar que la búsqueda 
de la solución de la congruencia ax = b (mód. m) puede redu- 
cirse a la büsqueda de las soluciones de congruencias de la 
forma b + mí = 0 (mód. р), donde p es un divisor primo 
del nümero a. 
3. Sea m entero, m > 1, 1 < т< m, (a, m) = 1. Empleando 
la teoría de congruencias, demostrar la existencia de enteros 
x e y con las condiciones 

ахта y(mód. т), 0<x<w O0-ly|-—. 
4, a. Siendo (a, m) = 1, consideramos la fracción simbóli- 
ca 2 respecto del módulo m, la cual denota cualquier resto 
de la solución de la congruencia ax = b (mód. m). Demostrar 
(las congruencias se toman eu del módulo m) que: 


a) Si ama, Баб, se tiene hat. 


B) El numerador b de la fracción simbólica 2 se puede 
sustituir por un número congruente бу, múltiplo de a. Entonces, 
la fracción simbólica 2 es congruente con el número entero 
que se expresa por la fracción ordinaria A, 

b , d ва 
y fete. 
ô) 2. = м 


b, 3 Supongamos que p es primo, p>2, a es entero, 
0<a<p— 1. Demostrar que 


(PT) e C децава. р). 
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B) Sea p un número primo, p>2. Demostrar que 
2—2 
Р 
5, a. Sea d un divisor del número a, que no sea divisible por 
el cuadrado de un número entero superior a 1 y tampoco por 
los números primos menores que п, y sea x el número de 
divisores primos distintos del número d. Demostrar que en 
la sucesión 
12...n,23...(A+1),...,a(a+1)...(a+n—1)(1) 


=1—7 +5 -per (Mód. р). 


na Р 
hay -7 números que son múltiplos de d. 


b. Sean ри, ре... Pa los divisores primos distintos del 
número a, donde ninguno de ellos es inferior a n. Demostrar 
que la cantidad de números de la sucesión (1) que son primos 
con a, es igual a 
a 
(есте): 


n л 
ае) 

6. Sea ти, 2, . . ., a el mínimo común múltiplo de los núme- 

TOS ти, Ma, sess ту. 

a. Supongamos que d = (my, та). Demostrar que е! sis- 

tema 


x m b, (mód. т), х= b, (тб. my) 
admite solución, y sólo cuando, 5 — b, es múltiplo de d. 
Además, cuando admite solución, el conjunto de valores de x 
que satisfacen a este sistema se determina por una congruen- 
cia de la forma 
X га хаз (mód. тиа). 

b. Demostrar que en caso de que el sistema 

x = b, (mód. my), x = bs (mód. mj), . . ., х = ba (mód. ma) 
admita solución, el conjunto de valores x que le satisfacen se 
determina por una congruencia de la forma 


xm sss a (módem assa) 


82 CAPITULO IV CONGRUENCIAS CON UNA INCOGNITA 


7. Supongamos que т es entero, т- l, a y b son enteros, 
ab эм ање 
EJ, 

= 
donde х recorre el sistema reducido de restos respecto del 
módulo m, умен (mód. m) (en el sentido de la pre- 
gunta 4, a). Demostrar las siguientes propiedades del sím- 


bolo (22): 

а) (22) es real. 

» (**)- (да). 

y) Si (В, m) — 1 se tiene (“а 


6) Si пи, My, ..., ma son p dos a dos, haciendo 
то т... ЛИ ‚„М—Ммт,„, se (s! 


2) (ќе) (A 


p (бени... AR PN 


a, bh. = (22). 


8. Supongamos que la congruencia 
ах" + a 3... an m O (Mód. p) 

admite n soluciones 

Xm Xy, Xs, «s, Xa (mód. p). 
Dernostrar que 

a, ma — aS, (mód. p), 

аз ws 095, (mód. p), 

a, тт — доб) (mód. p), 


акни ( — 1)" ао, (mód. p), 
donde S, es la suma de todas las x,, S; es la suma de sus 
productos dos a dos, 5; es la suma de sus productos tres 
a tres, etc. 
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9, a. Demostrar el teorema de Wilson, considerando los pares 
de números x, x' de la sucesión 2, 3, ..., p — 2, que satis- 
facen a la condición xx” = 1 (mód. p). 
b. Sea P entero, P>1,1,2...(P — 1) + 1 = 0 (mód. P). 
Demostrar que P es primo. 
10, a. Sea (ao, m) — 1. Indicar una congruencia de n-ésimo 
grado con el coeficiente superior igual a 1, que sea equivalen- 
te a la congruencia 

ах" + ax +... + ay = 0 (mód. т). 


b. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para 
que la congruencia f (х) == 0 (mód. p); [ (x) = х" + ax" + 
+... Фа; л <р, admita n soluciones, es que sean divi- 
sibles por p todos los coeficientes del resto de la división 
de x? — x por f (x). 

c. Sea n un divisor de p — 1, rt > 1, (A, р) = 1. Demostrar 
que la condición necesaria y suficiente para que sea resolu- 


ble la congruencia x" = A (mód. р) es que se cumpla la con- 
0-1. 


gruencia А ^ e 1 (mód. p); además, en caso de resolubi- 
lidad, la congruencia indicada admite m soluciones. 

11. Supongamos que n es entero, n >> 0, (A, т) = 1, y que 
se conoce una solución x = Хе (mód. m) de la congruencia 
x^ z A (mód. m). Demostrar que todas las soluciones de esta 
congruencia se expresan por el producto de хо por los restos 
de las soluciones de la congruencia y” ж: 1 (mód. m). 


Ejercicios numéricos referentes al capitalo IV 


1, a. Resolver la congruencia 256x та 179 (mód. 337). 
b. Resolver la congruencia | 215x ma 560 (mód. 2 755). 

2, a. Resolver las congruencias de los ejercicios 1, a y 1, b por el 
método de la pregunta 2, c. 

b. Resolver la congruencia 1 296x mu 1 105 (mód. 2 413) por el método 
de la pregunta 2, c. 

3. Hallar todos los pares de números nei x, y que satísfacen a la 
ecuación indeterminada 47x — 111у = 89. 
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4, a. Indicar la solución general. para el sistema 
x mm b, (mód. 13), х mu b, (mód. 17). 
Sirviéndose de esta solución general, hallar luego tres nümeros que 
al dividirlos por 13 y 27 den Jos restos ) y 12, 6 y 8, 11 y 4, respectiva- 
mente. 
b. Indicar la solución general para el sistema 
x mu b, (mód. 25), x mu ba (mód. 27), x mu b; (mód. 59). 
5, a. Resolver el sistema de congruencias (pregunta 6, a) 
х= 3 (mod. 8), x 11 (mód 20), xma | (mòd. 15). 
b. Resolver el sistema de congruencias 
xm | (mód. 3), хи (mód. 5), xm2 (mód. 7), 
x mu 9 (mód. 11), xw 3 (mód. 13). 
6. Resolver el sistema de congruencias 
3x + 4y — 29 mu 0 (mód. 143), 2x — 9y + 84 mu 0 (mód. 143). 
7, а, ¿A qué congruencia de grado inferior a 5 es equivalente la con- 
gruencia 
E pb eo He 34 4 
x Ax! + 2x mu O (mód. 5)? 
b. ¿A qué congruencia de grado inferior a 7 es equivalente la con- 
gruencia 
зерви p + Bt 4 323 рии Bat H e + 
+ 30 + 4 + ва 4 a He х + 4 m0 (mód. 7)? 
8. ¿A qué congruencia, con el coeliciente superior igual a 1, es equi- 
valente la congruencia (pregunta 10, a) 
70x% + 78x + 255 + 685 + Бра 4x4 3 m0 (mód. 101)? 
9, а. Resolver la congruencia 
f(x) mu O (mód. 27), Р (x) = 724 + 19x + 25, 
hallando primero mediante un tanteo todas las soluciones de la con- 


gruencia 
f (x) з= 0 (mód. 3). 

b. Resolver la congruencia 9x* + 29x + 62 mu 0 (mód. 64). 

10, а. Resolver la congruencia x*-+ 2x-+ 2w 0 (mód. 125). 

b. Resolver la congruencia x*-L-4x*-- 26 + 2x4 12 m0 (mód. 625). 

11, а. Resolver la congruencia 623 + 27:3 -+ 17x + 20 mu 0 (mód. 30). 

b. Resolver la congruencia 314 + 579 +- 96x + 191 mu O (mód. 225). 


CAPITULO QUINTO 


Congruencias de segundo 
grado 


$1. Teoremas а. Entre las congruencias de grado n > 


generales > 1, a continuación seestudiarán solamente 
las más simples, precisamente, las congruencias binómicas: 
Xx" = a (mód. m); (a, m) = 1. а 


Si la congruencia (1) admite solución, el número а se llama 
resto de grado n, en caso contrario, a se llama no-resto de gra- 
do n. En particular, si n = 2, los restos y los no-restos se 
Патап cuadráticos; si n = 3, cúbicos; si n = 4, bicuadrá- 
ticos. 

b. En el presente capítulo se estudiará detalladamente el caso 
п = 2 y, en primer lugar, las congruencias binómicas de 
segundo grado respecto de un módulo impar p: 


x = a (mód. р); (а, р) = 1. (2) 


с. Si а es un resto cuadrático respecto del módulo р, la соп- 
gruencia (2) tiene dos soluciones. 

En efecto, si a es un resto cuadrático, la congruencia (2) admi- 
te al menos una solución x — x, (mód. p). Pero entonces, 
como (—2,)* = x, la misma congruencia admite también una 
segunda solución x = —x, (mód. p). Esta segunda solüción 
es distinta de la primera, puesto que de x, = —x, (mód. p) 
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tendríamos que 2x, = 0 (mód. p), lo cual es imposible, ya 
que (2, p) = (xv, р) = 1. 

Estas dos soluciones indicadas agotan todas las soluciones de 
la congruencia (2), puesto que esta última, siendo una con- 
gruencia de segundo grado, no puede admitir más de dos solu- 
ciones (c, 8 4, cap IV). 

d. El sistema reducido de restos respecto del módulo p 


consta de 2%} restos cuadráticos, los cuales son congruen- 


2 
tes con los números А 

| (ER). (3) 
y de no-restos cuadráticos. 


En "ma entre los restos del sistema reducido respecto del 
módulo p, son restos cuadráticos aquéllos, y sólo aquellos, que 
son congruentes con los cuadrados de los números (sistema 
reducido de restos) 


A са ве вис EE 


es decir, con los números (3). Por otra parte, los números (3) 
no son congruentes entre sí respecto del módulo p, puesto 


que de £^»? (mód. р), O<k<I<2 
contra de c, que a la congruencia x? == /?(mód. p) la satis- 
facen cuatro de los números (4): x=—l, —R, k, |. 

e. Si a es un resto cuadrático respecto del módulo p, 
se tiene: 


q , se deduciría, en 


moss 
а Y = 1 (под. р); (5) 
si a es un no-resto cuadrático respecto del módulo p, se tiene 


22i 
a Y ва — | (mód. p). (6) 
En efecto, según el teorema de Fermat, 


^2. () (a 741) оства. p. 


am (mód. р); ( 
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Uno de los factores del primer miembro de la última congruen- 
cia, y sólo uno, es divisible por p (ambos factores no pueden 
simultáneamente ser divisibles por p, pues, en caso contrario, 
su diferencia 2 sería divisible por p). Por lo tanto, se verifica 
una de las congruencia (5) y (6), y sólo una. 

Pero todo resto cuadrático a satisface para cierto x a la con- 
gruencia 


а= х (mód. p) т) 
y, por consiguiente, satisface también a la congruencia (5), 
la cual puede obtenerse elevando (7), término a término a 


la potencia Z=}. Además, los restos cuadráticos agotan 
2 


todas las soluciones de la congruencia (5), puesto que, siendo 
ésta de grado і, по puede tener más de ey soluciones. 
Por esto, los no-restos cuadráticos satisfacen a la ecuación (6). 


$2.Simbolo a. Introduzcamos el simbolo de Legen- 
de Legendre dre (5) (se lee así: símbolo de a con respec- 


to a р). Este símbolo se define para todos los números a que 
no son divisibles por p, y es igual a 1, si a es un resto cuadrá- 
tico, e igual a —1, si a es un no-resto cuadráitco. El número a 
se llama numerador del símbolo y el nümero p, denominador 
del mismo. 

b. En virtud de e, $ 1, evidentemente, se tiene: 


„1 
(7) = а Y (mód. p). 
c. Aquí deduciremos las propiedades principales del símbolo 
de Legendre y en el párrafo siguiente, las del símbolo de 
Jacobi (éste es una generalización del símbolo anterior), 
las cuales facilitarán el cálculo rápido de dicho símbolo, 
y, por consiguiente, permitirán resolver el problema de la 
resolubilidad de la congruencia 
22 = a (mód. p). 
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d. Sí a жш a, (mód. p), se tiene, (5) = (2). Esta propie- 
dad se debe a que los números de una misma clase son 
simultáneamente restos o no-restos cuadráticos. 

1 
e (7)=1- 
En efecto, I = 1° y, por lo tanto, I es un resto cuadrá- 
tico. 

-l вој 
. (чес. 
Esta propiedad se deduce de b рага а= — 1. 
Como e es par si p es de la forma 4m-+ 1 y es impar 
si р es de la forma 4m--3, de aquí se deduce que —1 
es un resto cuadrático respecto del módulo p, si p es de 
la forma 4m + 1, y es un no-resto cuadrático respecto del 
módulo p, зі p es de la forma 4m -- 3. 


e (57:2)-(6) G3 (5): 


у жил 8 
sl ab ma A = 


-(0)- не, 


de donde se deduce lo que se afirmaba. De aquí, como con- 
secuencia, resulta que 


ab? a 
-Gh 
o sea, en el numerador del símbolo de Legendre se puede 
despreciar cualquier factor cuadrado. 


h. Para deducir las propiedades ulteriores del símbolo de 
Legendre daremos primero otra interpretación del mismo. 
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Haciendo р, = "7, consideremos las congruencias 


а. | = e,r, (mód. p), 
4-2 == e,r, (mód. p), m 


donde exrz es el resto absoluto mínimo de ax, г, es su 
módulo, de modo que ex = + 1. 

Los números a-1, —а:1, а.2, —a:2, ..., a:py — a: p, for- 
man el sistema reducido de restos respecto del módulo p (c, $ 5, 
cap. 111); sus restos mínimos absolutos son ey”, — evi 
виа виц Pops — tp, Los positivos entre estos 
últimos, es decir, rj ra ++.» rp tienen que coincidir con 
los números 1, 2, ..., р, (Б, $4, cap. Ш). 

Multiplicando ahora las congruencias (1) y simplificando por 


1.2... рита: 


p-i 
obtenemos а 2 sse ... ep, (mód. p), de donde, (b) se 


tiene 
(5) ELTE (2) 


i. Demos una forma más terminada a la expresión hallada 
del símbolo de Legendre. Se tiene 


[387-1272 61-90112 09). 
lo cual es раг o impar según que el resto minimo по nega- 
tivo del número ax sea menor o mayor que +». es decir, 
según que sea & —1 о ex=— l. De aquí, evidentemente, 
se tiene 
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por lo cual, de (2), hallamos: 


PES 
РЕ 


1. Suponiendo a impar, transformemos la última igualdad. 
Se tiene (а--р es par) 


(8) - m (232) (22). 


(otpa ES a 
мека ы ML D 


de donde 


(3) 


La fórmula (3) nos permitirá deducir dos propiedades muy 
importantes del símbolo de Legendre. 
k. 


Gcr. 


Es consecuencia de la fórmula (3) para a=1. 
Pero p puede expresarse en la forma p=8m-| ju donde s 


es uno'de los números 1, 3, 5, 7. Además 2! = 8m + 


+2ms +32, siendo este número par si sul ó s=7 е 


impar si s=3 ó s=5. Por lo tanto, el número 2 es un 
resto cuadrático respecto del módulo p si p es de la forma 
8m-+1 o de la forma 8т+7 y es un no-resto cuadrático 
respecto del módulo p si p es de la forma 8m 4-3 o de la 
forma 8m 4-5. 
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1. Si p y q son primos impares, se tiene (ley reciproca de 
los restos cuadráticos). 


(>) 


es impar solamente cuando ambos números р 


p o 


pt 4—1 


Como 


y q son de la forma 4m+3, y es par si al menos ипо de 
estos números es de la forma 4т 4-1, la propiedad señalada 
se puede formular así: 

Si ambos números p y q son de la forma 4m-+3, se tiene: 


si al menos uno de ellos es de la forma 4m-|-1, se tiene: 


Ly (L 
(+) ы ( q ) n 
Para llevar a cabo la demostración, obsérvese que, en vir- 
lud de x, la fórmula (3) toma la forma 
n 
25! 


yA 


(4) 


Haciendo ahora 2 = qu, consideremos los pq, pares de 


números que se obtienen cuando en las expresiones qx, py 
los números x e y recorren, independientemente uno del 
otro, los sistemas de valores 


АИ diues q 


Nunca puede ocurrir que sea qx = py, puesto que de esta 
igualdad se deduciría que py es múltiplo de q, lo cual es 
imposible, puesto que (p, q) = (y, q) = 1 (ya que0 < y < q). 
Por lo tanto, se puede hacer рид = S, + Sz, donde S, es 
el número de pares con qx < py y S» es el número de pares 
con py — qx. 
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Evidentemente, S, es también el número de pares con 

хе Aquí, para cada y dado se puede tomar х=}, 
p р р Pp " р 

Г ИИ [29]. (Сото £ y« qg <р, se tiene [= DES 

<m). Por consiguiente, 


s= [s]: 


De un modo análogo, nos convencemos de que 
m 


5-2 [55]. 


Pero entonces, según la igualdad (4), se tiene 


(=o, (a 


(2) (2) «cof су, 
de donde se dedu e la propiedad indicada. 


por lo cual, 


$3. Simbolo a. Para conseguir mayor rapidez en el 
de Jacobi cálculo del símbolo de Legendre, se 
considera el símbolo más general de Jacobi. Sea P impar, mayor 
que la unidad, y sea Р = pipz. . . p, Su descomposición еп 
factores primos (entre ellos también puede haber iguales). 
Supongamos también que (a, P) — 1. Entonces el símbolo de 


Jacobi (5) se define por la igualdad !) 
(5-6) G2 e 
1) En el segundo miembro, (z-) denota el simbolo de Legendre. 


Por lo tanto, para, P primo, los símbolos de Jacobi y de Legendre 
coinciden (М. del Т.). 
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Las propiedades conocidas del símbolo de Legendre permiten 
establecer las propiedades análogas para el símbolo de Jacobi. 
b. Si ama, (тб. P), se tiene (5) = (9). 

En efecto, 


(®) = G3 G2 6-06) 
G)- 08 


puesto que a, siendo congruente con a, respecto del módulo P, 
es fambién congruente con a, respecto de los módulos pi, 
Pa, · „Ре ya que éstos son divisores de Р. 


e (5) =. 


En efecto, 


(ғ) (е) бе) G7 
a (F) =n. 
Para id esto, OG que 
3) 2) - m 


yo ase 


s 


„(нал 


нак). > (1422) E _ 


AA Pep рам, 
en virtud de lo cual, de la fórmula (1) deducimos que 


Fan. 


© (==) = (5) (5) = F) 
m efecto, 
(H) (2) (®4)- 
(баби G3 (у): 


reuniendo los símbolos que tienen iguales numeradores, se 
obtiene la propiedad en cuestión. De aquí resulta la conse- 
cuencia 


65)- (5). 
D ()- „сат 
GG. x) G ж) С) Е 
Рего os "rh и) 


Pole ptet „РЕ! 
„(нару (неар). m 


са 


еп virtud de lo cual, de la fórmula (2) deducimos que 


2 «s 
(Ф) c» 
g. Si P у Q son números impares positivos, primos entre 


sí, se tiene 
9 A p 
(5)--»* * (0) 
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En efecto, supongamos que Q = 419: - .. q, es la descomposi- 
ción de Q en factores primos (entre éstos, de nuevo puede 
haber iguales). Se tiene 


61-6) G2) e (E) L TE (A 


r 


„сни n n (e 
DES p 
А i 


Pero, de un modo jim a lo que se hizo en d, hallamos 


y alion, 0—1 2! ом, 
ат! 


en virtud de lo cual, la última linda: implica que 


P-1 Qt 
(5) 077 (2) 
Ejemplo. Como un ejemplo de cálculo del simbolo de Le- 
gendre (además, a éste lo vamos a considerar como un caso 
particular del símbolo de Jacobi) averiguemos si admite 
solución la congruencia 
x? та 219 (mód. 383). 

Se tiene (aplicando sucesivamente las propiedades g, b, la 
consecuencia e, g, b, e, f, g, b, d): 


(За) Б (n) = pe — (55) = 
--(D-- (й )== Es > 
-()--6)- СО 


por lo tanto, la congruencia considerada tiene dos soluciones. 
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$ 4. Caso a. Las congruencias de segundo grado 
de un módulo respecto de un módulo compuesto se 
compuesto estudian y resuelven de acuerdo a las indi- 
caciones del 8 5, cap. IV. 

b. Comencemos con las congruencias de la forma 


x = a (mód. ре); а 20, (a. p) = 1, (0 


donde р es un número primo impar. 
Haciendo / (х) = x! — а, se tiene f'(x) = 2х, y si x= 
= x, (mód. p) es una solución de la congruencia 


x! = a (mód. p), (2) 


entonces, en virtud de que (а, р) = 1 también (xy, р) = 1, 
y como p es impar, resulta (2x,, p) = 1, es decir, f^ (x;) no 
es divisible por p. Por lo tanto, para la búsqueda de las solu- 
ciones de la congruencia (1) se pueden aplicar los razonamien- 
tos b, 8 5, cap 1V, proporcionando cada solución de la con- 
gruencia (2) una solución de la congruencia (1). De lo expuesto 
deducimos que: 

La congruencia (1) tiene dos soluciones o ninguna, según que 
el número a sea un resto cuadrático o un no-resto cuadrático 
respecto del módulo p. 

c. Consideremos ahora la congruencia 


x = a (mód. 2) a>0, (а, 2) = 1. (3) 


En este caso f’ (xj) = 2x, es divisible por 2, por lo cual no 
pueden aplicarse los razonamientos expuestos en b, $ 5, 
cap IV; éstos deben modificarse del modo siguiente: 

d. Si la congruencia (3) admite solución, entonces, como 
(a, 2) = 1, se tiene (x, 2) = 1; por consiguiente (k, $ 2), 
x! — | es divisible por 8. Por esta razón, reduciendo la con- 
gruencia (3) a la forma 


(x* — 1) + 1 = a (mód. 29). 
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nos convencemos de que para que esta congruencia admita so- 
lución es necesario que sea 

a= l (mód. 4) sia = 2; a= l (mód. 8) sia>3. (4) 
e. Supongamos cumplidas las condiciones (4), examinemos el 
problema de la búsqueda de las soluciones y de la cantidad 
de ellas. 

En virtud de d, en los casos en que а < 3, a la congruencia 
satisfacen todos los nümeros impares. Por lo tanto, la con- 
gruencia х? = a (mód. 2) tiene una solución: x 1 (mod. 2) 
la congruencia ха = a (mód. 4) tiene dos soluciones: х=1; 
3 (mód. 4), la congruencia x? = а (mód. 8) tiene cuatro solu- 
ciones: х = 1;, 3; 5; 7 (mód. 8). 

Para examinar los casos a = 4, 5, . . . es convergente reu- 
nir todos los nümeros impares en dos progresiones aritmé- 
ticas: 


х= + (1 4 41) (5) 
(1+ 46 (mód. 4); —1 Af, = —1 = 3 (mód. 4). 
Veamos cuáles de los números (5) satisfacen а la congruencia 
ха = a (mód. 16). Obtenemos 


(14-46) ава (mód. 16), Бин“ (mód. 2), 


з=, 26, x m ck (1444 4 BU) = Qu 4 86). 
Veamos cuáles de los últimos números satisfacen a la congru- 
encia ха = a (mod. 32). Obtenemos 

(x, + ви)" = a (mód. 32, t = f, + 
x=  (% + 164), 
etc. De este modo, demostramos que para cualquier а: > 3 los 
valores x que satisfacen a la congruencia (3) se expresan en la 
forma 


x= + (ха + 22714). 
Estos valores x forman cuatro soluciones distintas de la con- 
gruencia (3) 
хиа ха; Xa 75; йы. ха да! (mód. 2?) 
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(respecto del módulo 4, las dos primeras son congruentes con 
1 y las dos últimas con —1). 
Ejemplo. La congruencia 
ха = 57 (mód. 64) (6) 
admite cuatro soluciones, puesto que 57 = 1 (mód. 8). Expre- 
sando x en la forma х = + (1 + 44), obtenemos 
(1 + 44)? = 57 (mód. 16), 84; = 56 (mód. 16), 
ly = 1 (mód. 2), (5 = 1 + 26, x = + (5 + ВА), 
(5 + 81)? = 57 (mód. 32), 5-164, = 32 (mód. 32), 
f, = 0 (mód. 2), б, = 26, x = + (5 + 164), 
(5 + 164)* = 57 (mód. 64), 5.3242: 32 (mód. 64). 
ts = 1 (mód. 2), = 1 + 2%, х = + (21 + 32%). 
Por lo tanto, las soluciones de la congruencia (6) son: 
х= +21; +53 (mód. 64). 
t. Dec, d y e se deduce que: 
Para la congruencia 
x = а (mód. 2); (a, 2) = 1 
las condiciones necesarias de resolubilidad son: a = 1 (mód. 4) 
sia = 2, a = 1 (mód. 8) si a > 3. Si se cumplen estas condi- 
ciones, el número de soluciones es igual a: | si a = 1; 2 зі 
a=2%4sia>3. 
g. De b, f y a, $ 5. cap IV se deduce que: 
Para la congruencia de la forma general 
22 ваа (mód. т); m=2pip2 ... pis (а, m)=1 
las condiciones necesarias de resolubilidad son: 
a= l (mód. 4) si a=2, a= l (mód. 8) si a>3, 


Св) (9-1 (дни 


Si se cumplen todas estas condiciones, el nümero de soluciones 
es igual а: 2 sia 0 y si а= 1; 2 si a=2; 2 sia 3. 
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Preguntas referentes al capitulo V 
A continuación, la letra p denotará siempre un número primo 
impar. 
1. Demostrar que la búsqueda de las soluciones de una con- 
gruencia de la forma 

ах? + bx + c= 0 (mód. m), (да, т) = 1, 
se reduce a la búsqueda de las soluciones de una congruencia 
de la forma x° = q (mód. m). 
2. a. Aplicando e, $ 1, hallar las soluciones de la congruencia 
(en caso de que ello sea posible) 


x = а (mód. р); р=4т+3. 
b. Aplicando b y k, $ 2, indicar un método para buscar las 
soluciones de las congruencias de la forma 

х? =: a (mód. р); p=8m-+ 5. 
c. Indicar el método más sencillo posible para buscar las 
soluciones de las congruencias de la forma 

х? = a (mód. р); p=8m+1, 
si se conoce un número № que es un no-resto cuadrático res- 


pecto del módulo p. 
d. Aplicando el teorema de Wilson, demostrar que las solu- 


ciones de la congruencia 
x + 1 = 0 (mód. р); 


=4т+1 


х= + 1.2...2т(тбд. р). 
3, a. Demostrar que la congruencia 
x? + d = 0 (mód. p) (1) 


admite solución cuando, y sólo cuando, p es de la forma 
4m + 1; la congruencia 
x + 2 = 0 (mód. p) (2) 
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admite solución cuando, y sólo cuando, p, es de la forma 
8m + 1 ó 8m + 3; la congruencia 
x + 3 = 0 (mód. p) (3) 

admite solución cuando, y sólo cuando, p es de la forma 
6m +1. 
b. Demostrar que la cantidad de números primos de la for- 
ma 4m + 1 es infinita. 
c. Demostrar que la cantidad de números primos de la forma 
6m + 1 es infinita. 
4. Supongamos que, dividiendo a los números 1, 2,. . ., p—1 
en dos conjuntos, de modo que el segundo contenga al menos 
un número, se tiene: 
el producto de dos números de un conjunto es congruente 
respecto del módulo p con un número del primer conjunto, 
mientras que el producto de dos números de distintos conjun- 
tos es congruente respecto del módulo p con un número del 
segundo conjunto. Demostrar que esto ocurre cuando, y sólo 
cuando, el primer conjunto consta de los restos cuadráti- 
cos y el segundo, de los no-restos cuadráticos respecto del 
módulo p. 
5, a. Deducir la teoría de las congruencias de la forma 

ха (mód. p); (а, р) = 1, 
expresando a у х en el sistema de numeración de base р. 
b. Deducir la teoría de las congruencias de la forma 

x= а (тб. 22); (а, 2) = 1, 
expresando а у х en el sistema de numeración de base 2. 
6. Demostrar que las soluciones de la congruencia 

xi =a(mód. ре); (a р) = 1, 
son x s: +PQ' (mód. ра), donde 

p.CtYaerG-ya* Q- G--Y3*—G— Va 
2 * гуа i 


2 = а (mód. p), QQ' = 1 (mód. за). 
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7. Indicar un método de resolución de la congruencia х? = 
= 1 (mód. m), que se base en la circunstancia de дие la 
congruencia expuesta es equivalente а la siguiente: 
(x — 1) (x + 1) = 0 (mód. m). 


8. Sea (7) =0 si (a, р)=р. 
a. Siendo (k, р) = 1, demostrar que 


S (6+ 
xis 
EE) 


b. Supongamos que cada uno de los números е y т tiene 
uno de los valores +1, T es la cantidad de pares x, x +1, 


con la condición (2) =e, (EE!) єт, donde x=1, 2, ... 
«^, p — 2. Demostrar que 


=l. 


c. Supongamos que (k, p)=1, 
S= att), 
Е 


donde х e y recorren las sucesiones crecientes, formadas 
por X e Y restos, respectivamente, del sistema completo 
respecto del módulo p. Demostrar que 


151< V XYp. 


Para la demostración se debe aplicar la desigualdad!) 
s«x x|z (ен). 
CT 


1) Esta desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad bien conocida: 
$ xy «n $ b 
drei 
(N. del T.). 
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d. Sea Q entero, 1 —Q — p, 
»-i СР 
S= Y St; S¿= FID. 
£u 
а) Demostrar que 5 = (p — Q) Q. 
B) Sea A constante; 0 < А < 1. Demostrar que la cantidad T 
de números de la sucesión x = 0, 1, ..., p — 1, para los 
cuales no se cumple la condición 5, < Q 9%5+0.5^, satisface a 
la condición T < pQ^*. 
y) Sea M entero, Q.= (V pl, 0 < M, M + 20 < p. Demos- 
trar que en la sucesión 
М,мМ+1,..,М+20—1 
hay un no-resto cuadrático respecto del módulo р. 
9, a. Demostrar que el número de expresiones de un entero 
mz» 1 en la forma 


т= +, k 0) 1, 20, у> 0 а) 
es igual al número de soluciones de la congruencia 
2 + 1 = 0 (mód. m). (2) 


Рага la demostración, hacer x = Ит, utilizar la expresión 
de а= г según el teorema de la pregunta 4, b, cap. I, 
y considerar la congruencia que se obtiene al multiplicar 
término a término (2) рог Q?. 

b. Sea a uno de los números 2 y 3. Demostrar que el número de 
expresiones de un número primo p, con la condición p > a, 
en la forma 


р= № + ад, x0, 920, (3) 
es igual a la mitad del número de soluciones de la congruencia 
а + a= 0 (mód. p). (4) 


с. Sea p de la forma 4m + 1, (k, p) = 1, 
НА 
11241) 
sa (EE). 
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Demostrar que 
а) S(k) es un número par. 
ру 506) = (5) 500. 
v si (5)=1 (5) = —], se tiene (compárese con la 
pregunta a) я 
2 
p= (50) + (45m). 
10. Sea D un entero positivo que no sea el cuadrado de un 


nümero entero. Demostrar que: 
a. Si para un entero dado k, acen a la ecuación 


х? — ру =k 
dos pares de números enteros x = х,у = fiy X = Xo, Y = Ya, 
entonces а la ecuación 
x*—py-mp 
satisfacen los nümeros enteros X, Y que se determinan por 
la igualdad (el signo + se elige arbitrariamente) 
X4 Y VD- («+ VD) (а + ya V D). 
b. La ecuación (ecuación de Pell) 
х -ру = 1 (0 
es resoluble en números enteros positivos х, y. 
€. Si xo, Џо es el par de números positivos x, y con el valor 
menor de x (o, lo que es equivalente, con el valor menor 
de x + y V D), que satisface а la ecuación (1), entonces todos 
los pares de números positivos x, y que satisfacen a esta 
ecuación, se determinan por la igualdad 
x+yVD=(00+gYVD); r=1, 2... [7] 


11, a. Sea a un número entero. 


1 i 
Us Y (5) he 
ri 
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а) Siendo (a, p) = 1, demostrar que |Us, | - V p. 
Para la demostración, se debe multiplicar la suma Ua, p рог 
Ja conjugada que se obtiene al sustituir i por —i. Designando 
con las letras x, y x las variables de sumación de la suma fun- 
damental y de la conjugada, respectivamente, se deben reunir 
aquellos términos del producto en los que para un £ dado 
x, = xt (mód. p), 

0 bien 

x, = х + t (mód. p). 


P) Demostrar que 
a Va, p 
(2) "Us" 


b. Sea mz» 2, (a, т) = 1, 


mt on 
Samm Уе" - 
го 
a) Demostrar дие S,,p = Ua, p (pregunta a). 
В) De los teoremas de las preguntas о) y a, а) se deduce 
que | Sa, „| = V p. Demostrar el siguiente aserto más gene- 
ral: 
|ISo.ml=Vm, si mul (mód. 2), 
[Sa m|=0, si mw 2 (mód. 4), 
[Sa,m|=V 2m, si тако (mód. 4). 
y) Sea m1, (24, m)- 1, a- cualquier número entero. 
Demostrar que 
"S! am Atos 
Ix I- Vm. 
EX 
12, a. Supongamos que т es un número entero, superior 
а l,z recorre 2 números enteros dados, У) denota una 


suma extendida a todos estos nümeros. 
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а) Sea la función Ф (х) tal, que para cualquier a=1, 2, ... 
+... m—1 se tiene 

am 52 
Ixooge" "|<a. 

T 
Supongamos también que M y Q son enteros, O< M <M -+ 
4-Q«m, y que Y) denota una suma extendida solamente 


a aquellos valores de z que son congruentes con los nüme- 
ros de la sucesión M, M-F1, ..., M--Q—1 respecto del 
módulo m. Demostrar que 


Y 90-2 X00) +04 (Inm—5), 


donde |0|<1, 6>0 siempre, 8>0,5 зі m>12. 61 
si m>60. 


B) Supongamos que para cualquier a-1, 2, ..., m—1 
se tiere 
IZ" "|с, 
y sea N un número entero arbitrario. Entonces, para 
MES 


existe al menos un valor z que es congruente con uno de 
los números de la sucesión 
N—l 4 N—=1, N, NL Vu NHI 
respecto del módulo m. 
b. Sean M у Q enteros, 0-C Ме Ма Q«p. 
a). Demostrar que 
M4Q-1 


Ў (сир 


B) Sea R el número de restos cuadráticos y N el número 
de no-restos cuadráticos en la sucesión M. M-l,... 
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«4, M+Q—1. Demostrar que 
=+0+5V pmp, N-5Q—$3VzInpi|0|«t. 


y) Deducir la fórmula de la pregunta B) aplicando el teorema 
de la pregunta 11, b, В) y el teorema de la pregunta a. 
6) Sea (24, m) = 1, M, y Qo son enteros, 0 < Mo < М, + 
+ Qo < m. Demostrar que ere т> 60 

ЖЫ. 1 з А? 


e) Supongamos que (А, р) =1, Mo у Qo son enteros, 
0<М,<М,+0,<р y T denota la cantidad de números 
de la sucesión Ax*, x=Mo, Motl, ..., М,+0,—1, que 
son congruentes con los números de la sucesión M, 
M+1,...,M4+Q—1 respecto del módulo p. Demostrar 
que para m 2.60 


$ |<Vmnm. 


x5 Mo 


=% 40V p (In py. 


c. Deducir las fórmulas de la pregunta b, B) examinando 
la suma 
p-1p-1M4Q-1M4Q-t 


233 2 à qe 


amiami mM y-M 


Ejercicios numéricos referentes al capitulo V 


1, а. Señálense los restos cuadráticos entre los restos del sistema 
reducido respecto del módulo 23. 
b. Señálense los no-restos cuadráticos entre los restos del sistema 
reducido respecto del módulo 37. 
Aplicando e, $ 1, indicar el número de soluciones de las con- 


а) x* mu 3 (mód. 31); В) x! mu 2 (mód. 31) 
b. Indicar el número de soluciones de las congruencias 
a) xw 5 (mód. 73); — By x* e 3 (mód. 73) 
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3, a. Calculando el símbolo de Jacobi, indicar el número de solu- 
ciones de las congruencias 
а) xi mu 226 (mód. 563); Б) х? mu 429 (mód. 563). 

b. Indicar el número de soluciones de las congruencias 

а) 3766 (mód. 5 987); P) х? = 3 149 (mód. 5987). 
4, a. Aplicando los métodos de las preguntas 2, a; 2, l, € resolver 
las congruencias 
а) x! m 5 (mód. 19); Б) х? к= 5 (mód. 29); y) x*& 2 (mód. 97). 
b. Resolver las congruencias 
а) x? mm 2 (mód. 311); фа mu 3 (mód. 277); y) x'mu11 (mód. 359). 
5, a. Resolver la congruencia х? mu 59 (mód. 125) aplicando los 
métodos: 
a) b, & 4; B) de la pregunta 5, a; y) de la pregunta 6. 
b. Resolver la congruencia х? та 91 (mód. 243). 
6, a. Resolver la congruencia л? mu 41 (mód. 64) aplicando los métodos: 
а) e, Y 4; В) de la pregunta 5, b. 
b. Resolver la congruencia х? mm 145 (mód. 256). 


CAPITULO SEXTO 


Raíces primitivas e índices 


$ 1. Teoremas а, Si (a, т) = 1, existen enteros positi- 
generales vos y con la condición а? = 1 (mód. m), 
por ejemplo (según el teorema de Euler), y = Ф (m). El menor 
de ellos se llama exponente, al cual pertenece el número a res- 
pecto del módulo m. 

b. Si a pertenece al exponente $ respecto del módulo m, los 
números | = a*, at, ..., аё! no son congruentes entre si 
respecto del módulo m. 

En efecto, si fuese а' жа a* (mód. m), 0 < k < | « 6 resul- 
taria que a'-* == 1 (mód. m), siendo 0 — 1 — k < 6, lo cual 
contradice a la definición de 6. 

c. Si a pertenece al exponente 6 respecto del módulo m, entonces 
at = ау (mód. m) cuando, y sólo cuando, y = ү (mód. 8); 
en particular (si ү = 0), а? wa | (mód. m) cuando, y sólo 
cuando, y es divisible por 8. 
En efecto, sean r у г; los restos no negativos mínimos de los 
números y y ү’ respecto del módulo 6; entonces, para ciertos 
enteros q y qu, se tiene y = ôg + r, ү = ôq + rs. De aquí, 
en virtud de que ад = 1 (mód. m), resulta que 
at = (a)! a" ma” (mód. m), 

ат = (аб)! а" за а" (mód. m). 
Por lo tanto, a” = ан (mód. m) cuando, y sólo cuando, а" = 
= a (mód. т), es decir, (b), cuando г = л. 


$2. RAICES PRIM RESPECTO DE LOS MODULOS pú Y 29% 109 


d. Como av” = | (mód. т), de с (у = 0) se deduce que 
Ф (m) es divisible por б. Por consiguiente, los exponentes a los 
cuales pertenecen los números respecto del módulo m, son divi- 
sores de ф (m). El mayor entre estos divisores es el mismo 
número q (т). Los números que pertenecen al exponente ф (m) 
(si tales existen) se llaman raíces primitivas respecto del mó- 
dulo m, 

$ 2. Raíces a. Sea p un número primo impar y a > 1. 


primitivas Demostremos la existencia de raíces pri- 

respecto de mitivas respecto de los módulos ра y 2p%. 

los módulos P" y, Si x pertenece al exponente ab respecto 

pap del módulo m, entonces x^ pertenece al 
exponente b. 


En efecto, supongamos que x" pertenece al exponente 8. 
Entonces (x?) = | (mód. m), de donde хаё = 1 (mód. т); 
por lo tanto (c, $ 1), аб es divisible por ab, es decir, 6 es 
divisible por b. Por otra parte, x% = 1 (mód. m), de donde 
(ха)» = 1 (mód. т); por consiguiente (c, $ 1), b es divisible 
por 4. Por lo tanto, 6 — b. 

€. Sí x pertenece al exponente a e y pertenece al exponente b 
respecto del módulo m, y (a, b) = 1, entonces xy pertenece al 
exponente ab. 

En efecto, supongamos que xy pertenece al exponente 6. Enton- 
ces (xy) = 1 (mód. m). De aquí resulta que x џек 
= 1 (mód. m) y (c, $ 1) x = 1 (mód. т). Por lo tanto 
(с, $ 1), bô es divisible por a, y como (b, а) = 1, 6 es divisi- 
ble por a. Del mismo modo hallamos que $ es divisible por 
b. El número 6, siendo divisible por a y por b, y teniendo en 
cuenta que (a, b) = 1, es también divisible por ab. Por otra 
parte, de (xy)? = 1 (mód. m) se deduce (с, $ 1) que ab es 
divisible por 6. Por lo tanto, 8 — ab. 

d. Existen raices primitivas respecto del módulo p. 

En efecto, sean 


A A (D 
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todos los exponentes distintos a que pertenecen los números 1, 
2, ..., (p—1) respecto del módulo p. Supongamos que т es el 
mínimo común múltiplo de estos exponentes y que т = 
=, фа... фа es su descomposición canónica. Cada factor 
gía de esta descomposición divide al menos a uno de los núme- 
ros 6) de la sucesión (1), el cual, por consiguiente, puede 
expresarse en la forma; 6, = aq;*. Sea Еј uno de los números 
de la sucesión 1, 2, . . ., p — 1, pertenecientes al exponente 
б). Según b, el número т, = ES pertenece al exponente 
d^, y según c, el producto g= п... n, pertenece al expo- 


nente qu qe... de = т 
Pero, como todos los números (1) dividen a т, todos los 
números 1, 2, . . ,, p — | son soluciones (с, $ 1) dela congruen- 


cia x* ss 1 (mód. p); por esta razón, en virtud de c, 8 4, 
cap. IV, se tiene, p— 1 < т. Pero (d, $ 1) x es un divisor 
del número p — 1. Рог lo tanto, t = p — 1 y g es una raíz 
primitiva. 

e. Sea g una raiz primitiva respecto del módulo p. Se puede 
señalar un número t de modo que el número u que se determina 
por la igualdad (g + pf)! = 1 + pu no sea divisible por p. 
El número correspondiente g + pt es una raíz primitiva respecto 
del módulo pa para cualquier a > 1. 

En efecto, se tiene 

L4 РТО, 

14p(To—8g ЧЕ рТ) = 1+ ри, (2) 
donde и, simultáneamente соп ѓ, recorre el sistema completo 
de restos respecto del módulo p. Por lo tanto, se puede indi- 
car un número f de modo que и no sea divisible por р. Para tal 
valor f, de (2) se deduce también que 


(е + pt 97? = (1 4 pu)? = 1 + p*us, } 


руво = (1 4 pua)? = ри, ® 


donde из, us, . . . no son divisibles por p. 
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Supongamos que g + рі pertenece al exponente $ respecto 
del módulo p* Entonces 

(а -- pt)? жа 1 (mód. ра). (4) 
De aquí que (g + pi)? = 1 (mód. p); por consiguiente, б es un 
múltiplo de p — 1, y como ô divide a ф (p*) = ре! (p — 1) 
se tiene que б = p'-! (p — 1), donde r es uno de los núme- 
ros 1, 2, ..., а. Sustituyendo el primer miembro de la con- 
gruencia (4) por su expresión de la igualdad correspondiente 
de (2) y (3), resulta (и = ш): 
14 p'u, sm | (mód. ра), p' == 0 (mód. ре), г= a, б = ф(ра), 
es decir, g + рі es una raíz primitiva respecto del módu- 
lo pa. 
f. Sea gı una raíz primitiva respecto del módulo ре, donde 
а > 1. Entonces, el impar entre los números gy y gy + р", es 
una raíz primitiva respecto del módulo 2р®. 
En efecto, es obvio que cualquier número impar x que satis- 
faga a una de las congruencias ху = 1 (mód. р) y х? = 
= 1 (mód. 2p?) satisface también a la otra. Por lo tanto, 
como ф (p?) = q (дра), cualquier impar x que sea una raíz 
primitiva respecto de uno de los módulos p* y 2р® es también 
una raíz primitiva respecto del otro. Pero, entre las dos raíces 
primitivas gy y gı + ра respecto del módulo р, una de 
ellas es, inevitableménte, impar, por consiguiente, ésta será 
también una raíz primitiva respecto del módulo 2p%. 


$ 3. Búsqueda Las raíces primitivas respecto de los 
poor era módulos ра y др“, donde р es un número 
рео primo impar y æa > 1, pueden buscarse 
de los módulos aplicando el siguiente teorema general: 
p* y 2p* Sea c = q (m) y sean qu, qa, ..., qn los 
divisores primos distintos del número c. Para que un número g, 
que es primo con m, sea una raiz primitiva respecto del módulo 
m, es necesario y suficiente que este número g no satisfaga a nin- 
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guna de las congruencias. 
g™ = 1 (mód. m), g% = 1 (mód. m), .... 
s 


t1 g% ==] (mód. m). (1) 
En efecto, si g es una raíz primitiva, éste pertenece al expo- 
nente c y, por consiguiente, no puede satisfacer a ninguna 
de las congruencias (1). 
Recíprocamente, supongamos que g no satisface a ninguna 
de las congruencias (1). Si el exponente ð, al cual pertenece g, 
fuese menor que c, entonces, designando con la letra q 


alguno de los divisores primos de -5-, tendríamos que 
T 


Фф, Fm g* wx | (mód. р), lo cual contradice а la 
hipótesis hecha. Por lo tanto, 8 —c y g es una raíz primitiva. 
Ejemplo 1. Sea т = 41. Se tiene q (41) = 40 = 2-5, $ = 
=8, E = 20. Por consiguiente, para que un número g, no 


divisible por 41, sea una raíz primitiva respecto del módu- 
lo 41, es necesario y suficiente que este nümero g no satisfaga 
a ninguna de las congruencias 
g’ = 1 (mód. 41), g” = 1 (mód. 41). (9) 
Ensayando los números 2, 3, 4, . . ., hallamos (respecto del 
módulo 41): 
28 = 10, 3#=1, 40 = 18, 58 =: 18, 6%=10, 
mel, 420 = 1, 50=], 6202 40. 
Vemos, pues, que los números 2, 3, 4, 5 no son raíces primi- 
tivas, puesto que cada uno de ellos satisface al menos a una de 
las congruencias (2). El número 6 es una raíz primitiva, pues 
no satisface a ninguna de las congruencias (2). 
Ejemplo 2. Sea т = | 681 = 41*. En este caso también se 
podría buscar una raíz primitiva aplicando el teorema general. 
Sin embargo, la hallaremos más fácilmente aplicando el 
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teorema e, $ 2. Teniendo en cuenta (ejemplo 1) que el 
número 6 es una raíz primitiva respecto del módulo 41, 
hallamos: 

6% = 1 -- 41 (34-410), 
I 4-41 (34 414 — 6t + 417) = 1 4- 41и. 


(6 4- 41100 


Para que и no sea divisible por 41, es suficiente tomar / = 0. 
Por ello, se puede tomar por raíz primitiva respecto del 
módulo 1 681 el número 6 + 41-0 = 6. 

Ejemplo 3. Sea m = 3 362 — 2-1 681. En este caso también 
se podría buscar una raíz primitiva aplicando el teorema 
general. Sin embargo, la hallaremos más fácilmente aplican- 
do el teorema f, $ 2. Teniendo en cuenta (ejemplo 2) que el 
número 6 es una raiz primitiva respecto del módulo 1 681, 
se puede tomar por raíz primitiva respecto del módulo 3 362 
el número impar entre los números 6, 6 + 1 681, o sea, el 
número 1 687. 


$ 4. Indices a. Supongamos que p es Un número primo 
respecto impar, a > 1; m es uno de los números ра 
de Tos mádilos y 2p%; c = q (m), g es una raíz primitiva 
pha d respecto del módulo m. 


b. Si y recorre los restos no negativos minimos y =0,1,..., 
с — | respecto del módulo c, entonces g” recorre el sistema redu- 
cido de restos respecto del módulo m. 
En efecto, 47 recorre c números que son primos con m y que, en 
virtud de b, 8 1, no son congruentes entre sí respecto del 
módulo m. 
с. Para los números а que son primos con m introduciremos 
el concepto de índice, el cual representa una analogía del 
concepto de logaritmo; en este caso, la raiz primitiva desem- 
pefia un papel similar ai de la base de los logaritmos. 
Si 

а = g? (mód. m) 
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(se supone que y > 0), el número y se llama índice del número 
a, respecto del módulo m, de base g y se designa соп la nota: 
ción y = ind a (más exactamente y — ing, a). 
En virtud de b, todo a que sea primo con m admite un índice 
único y” entre los números de la sucesión 
s di saute ds 
Una vez conocido y”, se pueden señalar también todos los 
índices del número a; según c, $ 1, éstos serán todos los nüme- 
ros no negativos de la clase 
y = y (mód. с). 
De la definición de índice dada se deduce inmediatamente que 
los números que poseen un índice dado y forman una clase de 
números respecto del módulo m. 
d. Se tiene 
indab ... [sind a став... + indi (mód. с) 
y, en particular, 
ind а" = n ind a (mód. c). 
En efecto, 
ака 1% (mód. m), ba gd (mód. m), ... 
«e, Læ g! (mód. m), 
de donde, multiplicando, hallamos 
ab... =gldajimád+...+Indl (mód, m). 


Por consiguiente, ind a + ind b +... + ind / es uno de los 
índices. del producto ab... 4. 

e.. Debido а las aplicaciones prácticas de los índices, para 
cada módulo p (claro, no muy grande) se han compuesto 
tablas de indices. Estas son dos: una para hallar el índice de un 
número dado, otra para hallar los números por el índice. 
Las tablas contienen los restos no negativos mínimos de los 
números (el sistema reducido) y sus Índices mínimos (el 
sistema completo) respecto de los módulos p y с = q (p) -= 
= p— 1, respectivamente. 
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Ejemplo. Formemos las tablas indicadas para el módulo p = 
= 4l. Anteriormente se demostró (ejemplo 1, $ 3) que el 
número g = 6 es una raíz primitiva respecto del módulo 41; 
tomémoslo por base de los índices. Hallamos (las congruencias 
se toman respecto del módulo 41): 


6ш | 6° == 10 6'm18 6216 69237 
Om 6 6mm 19 67226 69 а 14 69517 
6 ша 36 672832 6233 6x 2 6*220 
6 ull 6 вя 28 619 аа 34 67212 65238 
6* ша 25 67 4 620 ша 4) 62% аа 31 6% == 23 
69 ша 27 6724 621 ыа 35 629 ша 22 67m 15 
6% ше 39 614 ша 2] 675 5 6%= 9 б% 8 
6? ва 29 6! 3 622 ве 30 6° шә 13 (Ma 7, 


рог lo tanto, las tablas indicadas son: 


Mo 123456789 Ifo1234567809 


0 0/26/15/12/22| 1|39/38/30 — 0] 1| 6|36| 11) 25/27 39| 29] 10) 19 
1[8| 3/27/31/25/37|2433| 16) я 1|32/28| 4|24/21| 3/18/26 33| 34 
2 |34| 14) 29] 36] 13] 4/17| 5|11| 7 — 2]40/35| 5130/16/14] 2) 12| 31| 22 
з |23) 28) 10] 18| 19/ 21| 2/32/35| 6 — 3| 9| 13| 37| 17| 20| 38| 23| 15) 8| 7 
4/20] 


Aquí el número de la fila denota las decenas y el número de la 
columna denota las unidades del número (del índice). En 
la casilla que es común para la fila y columna indicadas viene 
colocado el índice (el número) correspondiente. 

Por ejemplo, el ind 25 se halla en la casilla de la primera 
tabla que es común a la fila que posee el número 2 y a la 
columna que posee el número 5, es decir, ind 25 = 4. El 
número cuyo índice es 33 se halla en la casilla de la segunda 
tabla que es común a la fila que posee el número 3 y a la 
columna que posee el número 3, es decir, 33 = ind 17. 
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$ 5. Consecuen- a. Supongamos que p es un número primo 
л pe impar; a > 1, m es uno de los números 
е la teoría 
p”, 2p, y, finalmente, с = Ф (т). 
antecedente убаа (п, с) = d; entonces: 
1. La congruencia 


x" = a (mód. т) а 
admite solución (y, por consiguiente, a es un resto de grado n res- 
pecto del módulo m) cuando, y sólo cuando, ind a es un múl- 
tiplo de d. 

Si la congruencia (1) es resoluble, ésta admite d soluciones. 
2. En el sistema reducido de restos respecto del módulo m, el 


número de restos de grado n es igual a $. 
En efecto, la congruencia (1) es equivalente a la siguiente: 
n ind x= ind a (mód. с), (2) 


la cual admite solución cuando, y sólo cuando, ind a es un 
múltiplo de d (d, $ 2, cap IV). 

Si la congruencia (2) admite solución, para el ind x se obtienen 
d valores incongruentes respecto del módulo c; a éstos les 
corresponden d valores de x que son incongruentes respecto 
del módulo m. 

Por lo tanto, la afirmación 1 es cierta. 

Entre los números 0, 1, ..., c — 1, los cuales son los indi- 
ces mínimos de los restos del sistema reducido respecto del 


módulo m, hay + números que son múltiplos de d. Por lo 
tanto, la afirmación 2 es cierta. 
Ejemplo 1. Para la congruencia 

хе = 23 (mód. 41) (3) 
se tiene (8, 40) = 8, y como ind 23 = 36 по ез divisible 
por 8, la congruencia (3) es irresoluble. 
Ejemplo 2. Para la congruencia 

ха = 37 (mód. 41) (4) 
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se tiene (12, 40) = 4, y ind 37 = 32 es divisible por 4. 
Por lo tanto, la congruencia (4) es resoluble y admite 4 solu- 
ciones. Las soluciones indicadas se hallan del modo si- 
guiente. 
La congruencia (4) es equivalente a las siguientes: 
12ind x = 32 (mód. 40), ind x = 6 (mód. 10). 
De aquí, para el ind x se hallan 4 valores incongruentes 
respecto del módulo 40: 
ind x = 6, 16, 26, 36, 
correspondientemente a lo cual se hallan4 soluciones de la 
congruencia (4): 
x = 39; 18; 2; 23 (mód. 41). 

Ejemplo 3. Los números 

1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40, (5) 
cuyos índices son múltiplos de 4, son todos los restos bicua- 
dráticos (o también todos los restos de cualquier grado n =12, 
28, 36, . . ., donde (n, 40) = 4), que hay entre los restos posi- 
tivos mínimos respecto del módulo 41. La cantidad de núme- 
ros en la sucesión (5) es igual a 10 = 40. 
c. Junto con el aserto b, 1 es útil el siguiente: 
El número a es un resto de grado n respecto del módulo m cuan- 
do, y sólo cuando, 


du (mód. m). (6) 
En efecto, la condición ind a= 0 (mód. d) es equivalente 
a la siguiente: - ind ата0 (mód. с). Por su parte, esta 
última es equivalente a la condición (6). 
Ejemplo. En el teorema del $3, la imposibilidad de la 


М 
congruencia g7 = 1 (mód. т) es equivalente а la condición 
de que g sea un no-resto de grado q respecto del módulo m. 
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e 
En particular, la imposibilidad de la congruencia g? == 
= | (mód. m) es equivalente a la condición de que g sea 
un no-resto cuadrático respecto del módulo m (compárese 
con e, $ 1, cap. V). 

d. 1. El exponente 6, al cual pertenece a respecto del módulo m, 
se determina por la igualdad (ind. a, c) = 5; en particular, la 


pertenencia de a al conjunto de raices primitivas respecto del 
módulo m se determina por la igualdad (ind a, c) = 1. 
2. En el sistema reducido de restos respecto del módulo m, la 


cantidad de números que pertenecen al exponente 6 es igual 
a ф (8); en particular, la cantidad de raíces primitivas es igual 


а ф(с). 
En efecto, 8 es el divisor mínimo de c que satisface a la 
condición a? = | (mód. m). Esta condición es equiva- 


lente a 
Sind a = 0 (mód. с), 


о sea, 

ind as 0 (mód. 5.) . 
Por lo tanto, ð es el divisor menor de c para el cual -5- 
divide a ind a, de donde + es el divisor mayor de c que 
divide a ind a, es decir, -=(ind а, c). Por lo tanto, la 


afirmación 1 es cierta. 
Entre los números 0, 1, ..., c—1, los cuales son los 
índices mínimos de los restos del sistema reducido respecto 


del módulo m, son múltiplos de -7- los números de la forma 
Y donde y=0, 1, ..., 8—1. La condición (у с) = 
=-р equivale a que sea (y, 8) — 1; a esta última condición 


satisfacen Ф (8) valores de y. Por lo tanto, la afirmación 2 
es cierta, 
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Ejemplo 1. En el sistema reducido de restos respecto del módu- 
lo 41, los números que pertenecen al exponente 10 son aque- 
llos números a que satisfacen a la condición (ind a, 40) = 
= 50 = 4, es decir, son los números 

4, 23, 25, 31. 
En total se tienen 4 = ф (10) números. 
Ejemplo 2. En el sistema reducido de restos respecto del 
módulo 41 son raíces primitivas los números a que satisfacen 
a la condición (ind a, 40) = 1, es decir, los números 
6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35. 
En total se tienen 16 = q (40) raíces primitivas. 


$ 6. Indices a. Para el módulo 2 la teoría precedente 
respecto se sustituye por otra un poco más com- 
del módulo 2  plicada. 

b. Sea a = 1. Entonces 2« = 2. Se tiene q (2) = 1. Es una 
raíz primitiva respecto del módulo 2, por ejemplo, 1 = 
= —1 (mód. 2). El número 1? = (—1)° = 1 forma el sistema 
reducido de restos respecto del módulo 2. 

с. Sea a = 2. Entonces 2% = 4. Se tiene ф (4) = 2. Es una 
raiz primitiva respecto del módulo 4, por ejemplo, З = 
== —1 (mód. 4). Los números (—1)? = 1, (—1)! =3 (mód. 4) 
forman el sistema reducido de restos respecto del módulo 4. 
d. Sea a >3. Entonces 2%>8. Se tiene p(2)=2”* 
Fácilmente se observa que en este caso no hay raíces primi- 
tivas; más exactamente: el exponente al que pertenece un 
número impar x respecto del módulo 9“ no es superior a 
22 — + p(2%). En efecto, se tiene 

1-81, 

14-166, 


229—2 — | E 2*4, ва 1 (mód. 2°). 


e 
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Ahora bien, existen números que pertenecen al exponente 
2*-?, Tal es, por ejemplo, el número 5. En efecto, 
5 


SI Pass 
de donde se ve que ninguna de las potencias 5', 5°, 
5%, ..., 5%? es congruente con 1 respecto del módulo 2”. 
Fácilmente se observa que los números de las dos filas 
siguientes: 
5, Ө! куз gen 
СВ A e 
forman el sistema reducido de restos respecto del módulo 2%, 
En efecto, en total se tienen 2.28-а = Ф (2%) números; los 
nümeros de cada fila por separado son incongruentes entre sí 
respecto del módulo 2% (b, $ 1); finalmente, los números de la 
fila superior son incongruentes con los de la inferior, puesto 
que, respecto del módulo 4, los primeros son congruentes con 
1 mientras que los segundos son congruentes con —1. 
e. Para mayor comodidad en las investigaciones posteriores 
expresaremos los resultados b, c, d en una forma más unifor- 
me la cual valdrá también para el caso a = 0. 
еа 


с=1, œ=], sia=0, osia=l; 
сед, =f, sia>?, 
(por lo tanto, siempre ccy=p(2”)) y supongamos que y y yo 
recorren, independientemente uno del otro, los restos mínimos 
no negativos 
y=0,.... cl; y-0.... 6—1 
respecto de los módulos c y Co. Entonces (—-1)" 5Y* recorre el 
sistema reducido de restos respecto del módulo 2%. 
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f. La congruencia 


(—1) 5% = (—I)Y 5% (mód. 2°) @) 
se verifica cuando, y sólo cuando 

qom y (mód. c) овај, (mód. су). 
En efecto, para @ = 0 el teorema es obvio. Por lo tanto, 
supongamos que œ > 0. Sean г y го los restos mínimos no 
negativos respecto de los módulos c y cy para los números 
Y Y Yo y sean r’ y г, los restos correspondientes рага los 
números y” y у,. En virtud de c, $ 1 (—1 pertenece al exponente c 
mientras que 5 pertenece al exponente со), se verifica la 
congruencia (1) cuando, у sólo cuando, (—1) 5'*e 


m(—1)" 89 (mód. 2), es decir, (en virtud de e) cuando 
Ги, Го са Го 
g. Si 
asn ( — 1)" 5% (mód. 2%), 

el sistema y, yo se llama sistema de indices del número a respecto 
del módulo 2%. 
En virtud de e, todo a que sea primo соп 2% (o sea, impar) 
admite un sistema único de índices y”, y; entre los cc, = 
= q (22) pares de valores y, yo indicados en e. 
Conociendo el sistema y”, ү; se pueden indicar también todos 
los sistemas de índices del número a; según f, éstos serán todos 
los pares y, yo formados por las clases de números no negativos 

y = у (mód. с), yo = Y, (mód. со). 
De la definición dada de sistema de índices se deduce inmedia- 
tamente que los números que poseen un sistema de índices 
dado y, yo forman una clase de números respecto del módu- 
lo 22, 
h. Los indices del producto son congruentes con las sumas de los 
indices de los factores respecto de los módulos c y со. 
En efecto, sean y (a), yo (a); . - «3 Y (D. Yo (1) los sistemas de 
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Índices de los números a, . . ., I. Se tiene 
а... Снти (Дуан н 5 мента, 


Por consiguiente, y (а) +... + Y (D, Yo (a) +... + Yo (D 
son los índices del producto а... I. 
DA MR 
de cualquier posición canónica del nümero m. Supon- 
módulo gamos que c y со denotan los valores 
compuesto indicados en е, 6 6; с,=Ф(р®); а, es 
la raíz primitiva mínima respecto del módulo pe». 

b. Si 


ama (— 1) 5° (mód. 2%), а) 
am gl! (mód. ра), ..., a se għ (mód. py^). 
el sistema y, Yo, Yu ++.» Ya se llama sistema de indices del 


número a respecto del módulo m. 

De esta definición se deduce que y, yo es el sistema de 
índices del número a respecto del módulo 2* y y, ..., Ya 
son los índices del número a respecto de los módulos 
Pit, +... pre. Por ello (g, $ 6; с, $ 4), todo a que es primo 
con m (y que, por consiguiente, es primo con todos los 
números 2, pe, pr") admite un sistema único de 
Índices ү', yo Yo ..., ya entre los cos... Ca= p(m) sis- 
temas ү, Yo Yo ya que se obtienen cuando y, Yo. 


(e +++» Ya recorren, independientemente uno de otro, los 
restos mínimos no negativos respecto de los módulos c, Co, 
Cp ++.» Ca. Formando todos los sistemas y, Yo, Yi +++, Үл, 


compuestos por los números no negativos de las clases 
y == ү; (mód. с), то == y, (Mód. со), 
yam ү, (mód. су), ..., Ya а yá (mód. су). 
se obtienen todos los sistemas de índices del número а. 
Los números a que poseen un sistema dado de Índices y, Yo, 
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Yo sss Ya pueden hallarse resolviendo el sistema (1) y, por 
consiguiente (b, 8 3, cap. IV), forman una clase de números 
respecto del módulo m. 

€. Como los índices y, yo, ү» ..., Ya del número a res- 
pecto del módulo m son los índices del mismo respecto de 
los módulos 2%, pfi, ..., рек, respectivamente, subsiste el 
teorema: 

Los indices del producto son congruentes respecto de los módu- 
los с, Co, €, . . ·, Ск con las sumas de los indices de los factores. 
d. Sea т=ф(2°) si a2 y т=-рф(2°) si a>2 y desig- 
nemos con ћ el mínimo común múltiplo de los números 
то... Си. Para cualquier а que sea primo con m, se 
cumple la congruencia a^ ms | respecto de todos los módu- 
los 2%, pé, ..., рек, por lo cual, también se cumple esta 
congruencia respecto del módulo m. Por lo tanto, a no 
puede ser una raíz primitiva respecto del módulo m si 
h<q(m). Pero esto último ocurre cuando a>2 siendo 
kl, y también cuando a=2, k=1. Por consiguiente, 
рага m>1 pueden existir raíces primitivas solamente en 
los casos m=2, 4, při, др“. Pero precisamente en estos 
casos fue demostrada anteriormente ($ 6, $ 2) la existencia 
de raíces primitivas. En resumen, fodos los casos en que 
existen raíces primitivas respecto de un módulo m, superior 
а 1, son 


m=2, 4, р", 2р". 


Preguntas referentes al capitulo VI 


A continuación, la letra p siempre denota un número primo 
impar, y en la pregunta 11, b, también el número 2. 

1, a. Sea a un número entero, a > 1. Demostrar que los divi- 
sores primos impares del número a” — 1 dividen a a — 1 
o son de la forma 2px + 1. 
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b. Sea a un número entero, a > 1. Demostrar que los divi- 
sores primos impares del número а" 1 dividen a a + 1 
о son de la forma 2px + 1. 

c. Demostrar que hay una cantidad infinita de nümeros pri- 
mos de la forma 2px + 1. 

d. Sea n un número entero, n > 0. Demostrar que los diviso- 
res primos del número 98" + 1 son de la forma 2^*!x + 1. 

2. Sea a un número entero, a > 1, y sea n un número entero, 
n >> 0. Demostrar que ф (a"—1) es un múltiplo de n. 

3, a. Sea n un número entero, n > 1. Con los números 1, 


2,...,n, siendo n impar, formemos las permutaciones 
1; 3/5, «5n 22, nine b 5 e 8; уз. 7i 
1,5,9,..., 7,3, 
elc. y siendo n par, formemos las permutaciones 
1,3,5,...,л—1,л,л—2,...,4,2; 
1,59, 579, 


etc. Demostrar que la &-ésima operación da la sucesión inicial 
cuando, y sólo cuando, 2* = + 1 (mód. 2n—1). 

b. Sean n y m dos números enteros, n > 1, m > 1. Contemos 
los números 1, 2, ..., п en orden directo desde 1 hasta л, 
después en orden inverso desde n hasta 2, luego de nuevo en 
orden directo desde 1 hasta n, después otra vez en orden 
inverso desde n hasta 2, etc. En este cálculo, escribamos los 
números: el 1°, el (m+ 1)-ёзіто, el (2m + l)-ésimo, 
еќс., hasta que se obtengan n números. Repitamos la misma 
operación con la nueva sucesión de n números, etc. Demostrar 
que la k-ésima operación de la sucesión inicial cuando, y sólo 
cuando, 

т^ = + l (mód. 2n — 1). 

4. Demostrar la existencia de ф (6) números pertenecientes al 
exponente б, considerando para ello la congruencia x^ = 
= 1 (mód. p) (pregunta 10, c, cap. IV) y aplicando d, $ 3, 
cap. П. 
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5, a. Demostrar que el número 3 es una raíz prim de 
los números primos de la forma 2" + 1, n > 1. 
b. Demostrar que el número 2 ó —2 es una raíz primitiva de 
los números primos de la forma 2p + 1, según que el número p 
sea de la forma 4n + 1 o de la forma 4л + 3. 
c. Demostrar que el número 2 es una raíz primitiva de los 
números primos de la forma 4p + 1. 
d. Demostrar que el número 3 es una raíz primitiva de los 
números primos de la forma 
та 
ора, si n1 y pia. 


6, a. а) Sea n entero, n0, S,—1" + 2"... + (p—1)^. 
Demostrar que 
Sy ex — 1 (mód. p), si n es un múltiplo de p—1, 
S, = 0 (mód. p) еп caso contrario. 
B) Conservando las notaciones de la pregunta 9, c, cap. V, 


demostrar que 
pol 
та AS ) (mód. p). 


4 

b. Demostrar el teorema de Wilson aplicando b, $ 4. 
7. Supongamos que g y gi son raíces primitivas respecto del 
módulo p, y que а ind,g, = 1 (mód. p — 1). 
a. Sea (a, p) — 1. Demostrar que 

indg, a = a indy a (mód. p — 1). 
b. Sea n un divisor de p — 1, 1 < n < p — 1. Los números 
que son primos con p pueden dividirse en n clases, refiriendo 
a la s-ésima clase ( 0,1,...,n — 1) los números que satis- 
facen a la condición ind a == s (mód. л). Demostrar que la 
clase de orden s según la base g es equivalente a la clase de 
orden s, según la base gı, donde s, = a s (mód. n). 
8. Señalar el método más simple posible de resolución de la 
congruencia х" = а (mód. p) (que sea cómodo si (и, p — 1) no 
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es muy grande) en el caso en que se conoce una raíz primiti- 
va g respecto del módulo p. 
9. Supongamos que т, а, с, Cp, сі, + + «+ Co Yo Yo Var ++ ++ Ya 
denotan los valores indicados en el $ 7. Tomando cualesquie- 
ra raíces А, Ro, Ri, Ry de las ecuaciones 

R'=1, мена, Re, Rial. 
hacemos 


x(a) = R'RPRP, ..., RI. 
Si (a, m) > 1, hacemos y (а) = 0. 
La función definida de este modo para todos los valores ente- 
ros de a, la llamaremos carácter respecto del módulo m. Si 
R = Ro = №, = ..., = Ёк = 1, al carácter lo llamaremos 
principal; éste admite el valor 1 зі (а, т) = 1 y el valor 0 
si (a, m)>1. 
a. Demostrar que del modo indicado se obtienen q (m) carac- 
teres distintos (dos caracteres se llaman distintos, si al menos 
para un valor de a éstos no son iguales entre sí). 
b. Deducir las propiedades siguientes de los caracteres: 
а) х(1)=1, 
B) x (ааз) = х (a1) x (а), 
ү) X (a) = x (a), si a, =аз (mód. m). 
с. Demostrar que 


Suaa Ф(т) para el carácter principal, 
| 0 para los demás caracteres. 


amp 
d. Demostrar que, sumando para un valor de a dado res- 
pecto de todos los p(m) caracteres, se tiene 
q(m), si a= 1 (mód. m), 
PHG -{ 0 еп caso contrario. 


е. Considerando la suma 


"-»xio 
ren 
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donde a recorre el sistema reducido de restos respecto del 
módulo m, demostrar que la función % (a), definida para todos 
los valores enteros de a y que satisface a las condiciones: 
y (а) =0, si (a, m>1, 
эр (а) no es idénticamente igual a 0, 
Ab (ааз) =p (a1) р (ал), 
9 (a) = y (az), si a, == a; (mód. m), 
es un carácter. 
f. Demostrar los teoremas siguientes: 
а) Si xi(a) y x(a) son dos caracteres, entonces x, (a) xa (а) 
también es un carácter. 
B) Si x,(a) es un carácter y ҳ (а) recorre todos los caracte- 
res, entonces x,(a) x(a) también recorre todos los carac- 
teres. 
y) Si (l, m) — 1, se tiene 
[rem si awa | (mód. т) 


хо. 
0 еп caso contrario. 


хо 
x 


10, a. Sea n divisor de p—1, | <n<p-—1, y І un entero 


! 
que no sea divisible .por п. El número Ri=e Wes una 


raíz de la ecuación Ё = 1 y, por consiguiente, la potencia 
Цодх 
ек а la cual hay que asignarle el valor O cuando х 


es un múltiplo de p, es un carácter respecto del módulo p. 
a) Demostrar que si (k, p)=1, se tiene 


pt 


pn Lind G8) - Lind 
e ^ 


B) Sea Q entero. 1<Q<p, 
Pt QA ayy Lindita 
5= ЗИ боти Simi Xe t 
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Demostrar que S = (0 — Q)Q. 

11, a. Supongamos que a es un entero, n es divisor de 
p—l, )!«nazp-—l, k es un entero que no es divisible 
por n, 

POE дш Мел. „а 


AA 
Ua p= 


© 
a) Siendo (a, р) — 1, demostrar дие |Ua, „|= р. 
В) Demostrar que 

E 


TU, 
ү) Supongamos que p es de la forma 4m +1, 
interes) 
Жы Fe agi ВЕСТ) 


Demostrar que p--4*-.-B* (compárese con las preguntas 
9, a y 9, c, cap. V), donde A y B son enteros, definidos 
рог la igualdad S-- А + Bi. 

0) Supongamos que x, recorre los números del sistema 
reducido de restos respecto del módulo p que satisfacen a 
la condición ind x, (mód. n). Haciendo 


Suse. 
demostrar que 
П ит 
(је (1-5) из 
b. Sea n entero, n>2, m7 1, (a, m)=1, 
a аа 0. 
E етт, 
E 


donde x recorre el sistema completo y E el sistema redu- 
cido de restos respecto del módulo m (compárese con la 
pregunta 12, d, cap. Ш y con la pregunta 11, b, cap. V). 
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a) Sea ё — (n, р— 1). Demostrar que 
| За. | (6-- 1) V p. 
В) Sea (n, p)=1 y seas un entero, 1 < 5 <п. Demostrar que 
Sa apt, 5, „=0. 
y) Sea s un entero, sœn. Demostrar que 
S, em PIS, ye Sa, ut. 
8) Demostrar que 
x 
15. Cm, 
donde C depende solamente de n. 
12. Sean M y Q enteros, 0€ M — M-FQ« p. 
a. Supongamos que n es un divisor de p—1, 1<п< 


<p—1, k es un entero, no divisible por n. Demostrar que 
M4Q-1 S Нова 


| Ж e" |<Ирл. 


b, a) Sea T la cantidad de números de la s-ésima clase de 
la pregunta 7, b, comprendidos entre los números M, M + 
+1, ..., M4 Q— 1. Demostrar que 


те дувИрта; [01<1. 


B) Sea М un entero arbitrario y I; = [2n Y p — 1]. Demostrar 
que entre los nümeros de la s-ésima clase de la pregunta 7, b 
existe al menos uno que es congruente respecto del módulo p 
con alguno de los números de la sucesión 
‚м—1,М,М+1\,..,М+% 

с. Supongamos que k denota el número de divisores primos de 
p — 1 y que Н es el número de raíces primitivas respecto del 
módulo p, comprendidas entre los números M, М + 1,..., 
М + Q— 1. Demostrar que 


=2 0408 V pln p; |9|<1. 


М1. 


130 CAPITULO VI RAICES PRIMITIVAS E INDICES 


d. Supongamos que M, y Qı son enteros, 0 < Mı < М, + 
+ Q < p — 1, y que J denota la cantidad de números de la 


sucesión ind M, ind (M + 1), ..., ind (M + Q — 1), com- 
prendidos entre los números de la sucesión Mı, Mi + 
+1, ..., М, + 0, — 1. Demostrar que 

1 240 pn prs ст. 


13. Demostrar la existencia de una constante ро que satis- 


face a la condición: si p > po, n es un divisor de p — 1, 
1< n « p — 1, entonces, el menor entre los no-restos posi- 
tivos de grado n respecto del módulo p, es <A; 

1 4, 
h— р (In pr; c 2e 7. 


14, a. Sea m l, (a, m) =1, 
m-im-i 


224 pe 
Y мев, ту ШУ 
& © 


Demostrar que |S|< Y XYm. 
b, a) Supongamos que m>l, (a, m)=1, n es un entero, 
n>0, K es el número de soluciones de la congruencia 


x^ жа | (mód. т), 


мы " 
S= Xe" я. 


Demostrar que |5| СКИт. 

В) Sea e una constante positiva arbitraria. Siendo л сопз- 
tante, demostrar para el número K de la pregunta a) que 
K = O (m*). 

c. Sean 2, фи... qn los divisores primos distintos 
del número p—1. 

а) Supongamos que g recorre las raíces primitivas respecto 
del módulo p, comprendidas en el sistema reducido de 
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restos, (a, p)=1, 


Demostrar que 
(ЖОК - 
151 $2 Фур. 


Para la demostración se debe hacer recorrer а 


САР. vi ШИ 


s y s' los 


números que satisfacen a las condiciones respectivas: 


0<s<p— 1; smm0 (mód. 2); 
9—1 


sms, (mód. q), 0<5. <77 (4. ET 


0<5'<р—1; s'ma | (mód. 2); 


s' mms; (mód. qg), бис (=2 


y se debe considerar la suma 


эч 2ч" 
у= 5 SSDD ә, шк, 


S5 


„8, 


иа, 


donde £ recorre el sistema reducido de restos respecto del 


módulo p y go es una de las raíces primitivas. 


B) Sean M y Q enteros, 0</М < М --0 <р. Demostrar que 


la cantidad T de raíces primitivas respecto del 
contenidas еп la serie M, M+1, ..., М+0— 
por la fórmula 


T- (04072 VpInp): 10 


y) Sea N un número entero y һ=[ Р] 


módulo р, 
1, se expresa 


1<1. 


+ Demostrar 


que existe una raíz primitiva respecto del módulo p que es 


congruente con alguno de los números 


N—hy NE VANE yin Nodos 
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15, a. Supongamos que (a, p)=(b, p)=1, y sea n un 
número entero distinto de 1, |n|—n,, 0<n,<p, 
S= 3 T'as 3 es 
Demostrar que 
I1 Зи. 


b. Sea (A, p)==1 y supongamos que л es un entero, dis- 
tinto de 1, |n|—, 0<n <p, M, y Qo son enteros, 


0<М,< М, +0 <p. 
a) Sea 
моја Ах" 
= CT 
xo 
Demostrar que 


313 
IS] nip! In p. 
B) Supongamos que M y Q son enteros, 0< M < M 4-Q« p, 
T es la cantidad de números de la sucesión Ax", х= Me, 
М1, ..., Mo+Qo—1, que son congruentes respecto del 
módulo p con los números de la sucesión M, M+1, 
S M4Q—I. 
Demostrar que 
13 
T- 9.0 nip пру; 1011. 
с, Supongamos que (a, p)—] y sean b y c enteros, 
(02—440, p)=1. 
а) Sea y un entero, 


sg enis 


Demostrar que |S] <р 
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P) Sean M y Q enteros, Q«c M «C МО ср, 
ETA 
s= y (анне). 
E ( p ) 


3 
Demostrar que |S] < Fm Inp. 


Ejercicios numéricos referentes al capitulo VI 

1, a. Hallar (mediante los cálculos más simples posible) el exponente 
al cual pertenece el número 7 respecto del módulo 43. 

b. Hallar el exponente al cual pertenece el número 5 respecto del 
módulo 108. 

2, a. Hallar las raíces primitivas respecto de los módulos 17, 289, 578. 
b. Hallar las raices primitivas respecto de los módulos 23, 529, 1 058. 
c. Hallar la raíz primitiva minima respecto del módulo 242. 
Formar la tabla de indices respecto del módulo 17. 

b. Formar la tabla de indices respecto del módulo 23. 

Hallar una raiz primitiva respecto del módulo 71, empleando 
la nota del ejemplo с, $ 5. 

b. Hallar una raíz primitiva respecto del módulo 191. 
Sirviéndose de la tabla de índices, indicar la cantidad de solu- 
ciones de las congruencia: 

о). 3f m 79 (mód. 97), P) x* « 17 (mód. 97), y) х1 mu 46 (mód. 97) 
b. Indicar la cantidad de soluciones de las congruencia: 
а) Зх!" e» 31 (mód. 41), В) 7x7 ва 11 (mód. 41), y) 5x** mu 37 (mód. 41). 
8, a. Sirviéndose de la labla de indices, resolver las congruencias: 


а) x! m 59 (mód. 67), В) x% « 17 (mód. 67), 
y) x% mu 14 (mód. 67). 
b. Resolver las congruenci 
а) 232% mu 15 (mód. 73), В) 3728 mu 69 (mód. 73), 
y) 44x? ma 53 (mód. 73) 
7, а. Aplicando el teorema c, Y 5, determinar la cantidad de solucio- 
nes de las congruencias: 
а) x* mu 2 (mód. 37), В) x1% e 10 (mód. 37) 
b. Determinar la cantidad de soluciones de las congruencias: 
а) х* mu 3 (mód. 71), В) x! mu 5 (mód. 71). 
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8, a. Empleando el método de la pregunta 8, resolver las congruencias 
(al resolver la segunda congruencia se debe utilizar la tabla de raíces 
primitivas que viene insertada al final del libro): 

а) х? mu 37 (mód. 101), P) x* mu 44 (mód. 101). 
b. Resolver la congruencia 

29 mu 23 (mód. 109). 

9, а. Empleando la tabla de índices, indicar, entre los restos del 
sistema reducido de restos respecto del módulo 19: a) los restos cuadrá- 
ticos, B) los restos cúbicos. 
b. Indicar, entre los restos del sistema reducido de restos respecto 
del módulo 37: a) los restos de grado 15, f) los restos de grado 8. 
10, a. Indicar, entre los restos del sistema reducido de restos respecto 
del módulo 43: a) los números que pertenecen al exponente 6, В) las 
raices primitivas. 
b. Indicar entre los restos del sistema reducido de restos respecto 
del módulo 61: a) los números que pertenecen al exponente 10, р) las 
raíces. primitivas. 


Respuestas a las preguntas 


Respuestas a las preguntas del capítulo | 

1. El resto de la división de ax + by por d, teniendo la forma ах" -+ by” 
y siendo menor que d, es necesariamente igual a cero. Por ello, d es 
un divisor de todos los números de la forma ax + by y, en particular, 
es un divisor común de los números a+] + 5-0 = ауа:0 + 5-1 = b. 
Por otra parte, la expresión de d muestra que todo divisor común de 
los números a y b divide a d. Por lo tanto, d = (a, b) y el teorema 1, d, 
y 2 es justo. Los teoremas е, $ 2 se demuestran азі: el menor número 
positivo de la forma amx + бту es amx, + bmyo; el menor número 
positivo de la forma Fx + ques xo + o 

La generalización de estos resultados es trivial. 

2, Sea 8'=-7 una fracción irreducible con la condición 0< 1< Qu 
Para б,=@ el teorema es evidente. Por ello, suponemos que д no es 
igual а а y que, por consiguiente, existe 84,4. Limitémonos al caso 
6, < бә. Está claro que 


А NT 1 A 1 1 
19041 qu gr 10—01 > qum 
Por esto, no puede ser б, Св" < буу y, por lo tanto, o 0^ <, o bien 
Бул СМ. En ambos casos б, está más próximo a а que 8”. 
3: Si 2.6 el teorema es evidente; por lo tanto, suponemos que n6. 
Se tiene 
t He 1,618 ...; log =0, 2...; 


92! ч 
[d РАЗ 
Фит 9+9 285-8652]: 1-8. 
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De aquí que 
AS 


las fracciones 2 ут зе tiene 0-1— 1-1 -- 1. Intercalando 


Pai 


la fracción 4 + $ entre las fracciones 4 y $ que satisfacen a la 


condición AD— BC = —1, se tiene A (8+ D)— B (А +С) = (А+-С) D— 
—(B+D)C=—1. Por lo tanto, es cierta la afirmación señalada al 


final de la pregunta. La existencia de una fracción + con las condicio- 


nes мека $, 1.1, es imposible. En caso contrario se tendiía que 
CC кота btd 
I-ET Т-ТУ! ito 

b, Está claro que es suficiente considerar el caso 0 < a « 1. Supongamos 

que свест, donde £ y £ son Iracciones consecutivas de la suce- 


sión de Farey, correspondientes a т. Son posibles dos casos: 


fedi Hie 


Por lo tanto, se verifica una de las dos desigualdades 

a 1 с 1 
<a: (<a 
de donde, en virtud de que b-+d >, se deduce inmediatamente el 


teorema indicado. 
c. Sí а es una fracción irreducible ap con la condición 6 <т, 


por t se puede tomar la fracción misma >. En caso contrario, 
por v se puede tomar la fracción reducida E que cumple la condi- 


ción Qa CT< Qu. 

5, a. Los residuos que resultan al dividir los números primos impares 
por 4 son iguales a 1 6 3. El producto de números de la forma 4m + 1 
es de la forma 4т + 1. Por lo tanto, el número 4p, ... Pa — l, 
donde p, ..., py son primos de la forma 4m-+3, tiene que tener 
un divisor primo q de la forma 4m + 3. El número q no coincide con 
ninguno de los números Pi, >... ру. 
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b. Los números primos superiores a 3 son de la forma бт + 1 о de la 
forma бт + 5. El número бр... py — 1, donde pi, .. ., Pa son 
primos de la forma 6m + 5, tiene que tener un divisor primo д de la 
forma 6m + 5. El número q no coincide con ninguno de los números 
Piso рь 

6. Supongamos que pi -.., ри зоп k números primos cualesquiera 
y sea N un entero que cumpla las condiciones 2 < N, (3 In N)* < М. 
La cantidad de números a de la sucesión 1, 2, N, cuyas descom- 


posiciones canónicas tienen la forma a = рак... py* no es superior а 
тм, у^ 
Adel) «юми, 
тм 
puesto que a, < my Я 


Por lo tanto, en la sucesión 1, 2, ..., M hay números en cuyas 
descomposiciones canónicas figuran primos distintos de ри... ру. 
7. Se obtienen tales sucesiones, por ејет!ро, para 

MeT38. (Kt 2; 1=1,2, 
8. Tomando un entero хо con la condición de que para x > x sea 
Го) > усо, hagamos / (х) = X. Todos ios números 
Гоо + Xt), = 1, 2, . . ., son compuestos (múltiplos de X). 
9, a. Si se cumple (1), entonces uno de los números x, y es par; sea x par. 
De la igualdad 


(+)- 
donde, evidentemente, ( ZE, МН =1, nos convencemos de la exis- 
1-7 


tencia de números enteros positivos u y о que cumplen las condiciones 


ža tien GL АР 

gam Ele, Тина, 
De aquí se deduce que las condiciones indicadas en la pregunta son 
necesarias. 


Es obvio que dichas condiciones son suficientes. 
b. Convengamos en designar aquí con letras solamente los nümeros 
enteros positivos. Supongamos que existen sistemas x, y, z, que cumplen 
las condiciones xt + y = д, x 0, y 0, 22-0, (x, y, 2) = 
elijamos entre ellos el sistema con el alor табот delas Suponiendo 
que x es par, obtenemos x!— 2uv, p= u — i, u>v >l, 
(u, v) = 1, donde v es par (si u fuese par, tendriamos y! = 4N + 1, 
u= AN, = 4№ 1, AN ELS AN, — ANa — 1, lo cual es 
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imposible). De aquí que 
A, оса, yhp4wt—z, 202—200, 

u=x4, ти, И 2, lo cual es imposible, puesto que гу < z. 
De la irresolubilidad de la ecuación x* + y* = 2%, como un caso par- 
ticular se deduce también, evidentemente, la irresolubilidad de la 
ecuación + yl = f* en enteros positivos x, y, t. 


10. Haciendo x=; (k, 1)=1, obtenemos 


kn apt... + antn 0. 


Por lo tanto, kn es un múltiplo de / y, por consiguiente, I= 1. 
11, a. Supongamos que k es el mayor número entero que cumple la 
condición ЗА « л y sea P el producto de todos los números impares 
que no son superiores a n. El número 2%-1PS se expresa en lorma de 


una suma cuyos términos, a excepción de КЗД, son números 


enteros. 
b. Supongamos que k es el mayor número entero que cumple la con- 
dición ЗА < 2n + 1 y sea P el producto de todos los números que son 
primos con el número 6 y que no son superiores a 2n + 1. El número 
3A-1PS se expresa en forma de una suma cuyos términos, a excepción 


de зар son números enteros. 


12. Para n < 8 el teorema se comprueba inmediatamente. Por lo 
tanto, suponiendo que n > 8 y que el teorema es válido para los 
binomios a+ b, (a+ Ву... (a + b)n"1, hay que demostrar el 
teorema para (а + буп. Pero los coeficientes del desarrollo de este 
binomio, a excepción de los extremos que son iguales а 1, son los 
números 


n n(n—l) n(n—1)...2 


T’ (e a" 
Para que todos estos números sean impares es necesario y suficiente 
que sean impares los números de los extremos, los cuales son precisa- 
mente iguales a n, y también que sean impares todos los números que 
se obtienen al borrar los factores impares de los numeradores y deno- 
minadores de los números restantes. Pero, haciendo n = 2n, + 1, 
estos nümeros se pueden expresar como los términos de la sucesión 

т (1—1) 1)...2 

ња 1-2 tien m—n- 
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Mas éstos, como n, < n, son impares cuando, y sólo cuando, n, es de 
la forma 2% — 1, es decir, cuando л es de la forma 2 (2 — 1) + 1 = 
= 201, 


Respuest 


1, а. En la ordenada del punto de la curva y = / (x) cuya abscisa 
es x, hay [f (x)] puntos enteros de la región indicada. 

b. La igualdad indicada se deduce de la igualdad T, + Ty — T, 
donde Ts, Ta, T denotan la cantidad de puntos enteros en las regiones 


o<a< $, Oy 


a las preguntas del capitalo П 


оис, 0«s« y 


Q P 
ESA 
с. La igualdad indicada se deduce de la igualdad 
T=14+4(T,4 Tit Т, — T), 


donde Ty, Ts, Ts, Ти denotan la cantidad de puntos enteros en las 
regiones 


о<у<л 
сис уп, 


d. La igualdad indicada se deduce de la igualdad T = T, + Ty — Ty, 
donde Ti, Ta, Ts denotan la cantidad de puntos enteros en las regiones 


Ocx«Ym — 0<y< 
0<у<Ут 0«x«vi 
0c x« Vn, 0c y « Vn. 


e. En el caso de un rectángulo con los lados paralelos a los ejes coor- 
denados, el teorema es evidente. En el caso de un trapecio con las 
bases paralelas a uno de los ejes coordenados y con un lado perpendi- 
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cular a las bases, el teorema se demuestra fácilmente considerando 
el rectángulo que se forma al unir dos irapecios de éstos. El caso de 
un triángulo se reduce fácilmente al caso del trapecio indicado. Del 
caso del triángulo no es difícil pasar también al caso general, obser- 
vando que un polígono con una cantidad de vértices mayor que 3 se 
puede dividir en dos polígonos que tenga cada uno de ellos menor 
cantidad de vértices. Esto se puede hacer mediante un segmento 
rectilíneo que tenga los extremos en los vértices del polígono y que 
cada punto del mismo, a excepción de los extremos, sea un punto 
interior del polígono. 

2. La cantidad de números enteros positivos, no superiores a л, es 
igual a [n]. Cada uno de ellos se expresa de un modo único en la 
forma xkm, donde k es un entero positivo; а cada x dado corresponden 


[vz] números de tal forma. 


3. Demostremos, que las condiciones indicadas son necesarias. El número 
de valores x que cumplen la condición [ax] < N se puede expresar en la 


forma Fas 04A « LL, y el número de valores y que cumplen la 


condición [By] < N se puede expresar en la forma + FAri 0<A < H 
De la igualdad 24A- gh dividiendo por y pasando al 


mite рага N e co, obtenemos pen Si а fuese racional, 
а= (920), de la última igualdad obtendríamos que [ab]= 


=1B (0—0). Por lo tanto, а y В no pueden ser racionales. 
Supongamos que se cumplen las condiciones indicadas. Sea c un número 


natural. Sean x= + E перт los menores números enteros 


que cumplen las condiciones xo >, n Es obvio que [ax] no 


es igual a c si x no es igual a x, y [By] по es igual a c si y no es 
igual a yo; además, OC E 1, 0<1<1, аё y Вп son irracionales. 


Como xo+w=c+E-+n, se tiene Eyn=1, Byin, Por lo 


tanto, uno y sólo uno de los números [ax] у [буш] es igual a c. 
%а. Las diferencias mencionadas, para (axi) >O son iguales a 


dan), {a (09 —x1)), +.» a (0—04), CC an) 
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Estas no son negativas, su suma es igual a 1, la cantidad de 
ellas es igual а 4-1. Por lo tanto, al menos una de estas diferencias 


mo es superlor a Tu Pero ésta tiene la forma (ад) = ол'—у/, 
donde x' es un número entero que cumple la condición 0< |x’ | Ст 
y y'=(ax'). Por consiguiente, designando соп la letra A el número 1 
ó —1, de modo que sea hx'>0, se tiene | ad —Ay' | <È. De aqui, 


designando con las letras Q y P los cocientes que se obtienen al divi- 
dir hx’ y ми por (hx', hy"), resulta 


1aq—=PI< E; 0<0<5, 


de donde se deduce el teorema mencionado en la pregunta. 
b. Haciendo 4 = [х1], fa [ta] ..., !д==[тд] y suponiendo que xj, 
Xo. жи recorren los valores 
pm Ol, ..., 45 ад 
consideramos la sucesión lormada por los números (оцац-Е дака... 
«^^ aya) y el número 1, dispuestos en orden no decreciente, Formando 
las diferencias de los números consecutivos de esta sucesión, se obtienen 
(t441) 4-1)... АУЕ 0) diferencias. Al menos una de éstas no es 
superior a 


['EME IU 


1 —— 
IS чаи 
Pero dicha diferencia tiene la forma {axi аах; 4-... | x4), donde 
Xj Xp sss. Хи son números enteros que cumplen las condiciones | х; | < 
«* јет, || «te y no son simultáneamente iguales 
a cero, Haciendo [axi + ast +... -Hanxi =y" y designando con los 
símbolos Es, Ex, -.., Ёл, т los cocientes que se obtienen al dividir 
Xis фз Xy Y рог (х4, ..., ху, И), resulta 


| aii ul EE 11< = 
lo cual demuestra el teorema indicado en [a pregunta. 
5. Se tiene a —cq- +r + (a); 0 & r c, 
la i {а} 
С] е] [EJ]. 


6, а. Se tiene а В.М. HAHO HBH 
Mu 
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b. El número primo p figura en nl, al, ..., И con los exponentes 
п n a a 1 1 
GT ER EHE Ed 
Además 
п а i 
[512161151 
7. Suponiendo que existe un número а con las propiedades indicadas, 
representémoslo en la forma 
а= арк дир ро; 
OSa <р, 0< 4-1 <р, s 0X <р, 0 <р, 0<4 <р. 
Según b, & 1, tiene que ser 
h=quun 4 9а-лиһ-а +... ш + ошо. 
Por otra parte, para cualquier з= 1, 2, ..., т, se tiene 
фай + Qo- 15-3 d+ + + + Qué + qo < иа 
Por lo tanto, la última expresión de A tiene que coincidir por com- 
pleto con la señalada en la pregunta. 
8, а, Sea xy un entero, О a. B <А, x, « a « B < x, +l. Integrando 


por partes, se obtiene › 


=f od = f rema 
i H , 
риву (91 (a) —0 (I (Во (a) (а) + | а 017 (dx. 
H 


En particular, para Q <x, хү--1 < R, pasando al limite se tiene 
mpi nt 
- | памет FLOG + | вд. 
4 
и fórmula indicada se obtiene ahora sin dificultad. 
b, Escribiendo la оре бе 1а a a en la forma 


ру o= f наа намената (010) 
Q«x«R 


—e (RE (R)+0 (Q F (Q+ | онна | о (x) l (x) dx, 


nos convencemos de que la fórmula indicada es justa. 
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€. Aplicando el resultado de la pregunta b, hallamos 
Ini+In24...+inn= 


става | Lac mnato (na. 
9, a. a) Se tiene (b, $ 1) 
In (n1) = 9 ДЕЗЕН m 2 Inp. а 
реп 


Aquí el segundo miembro representa la suma de los valores de la (unción 
In р, extendida a los puntos enteros (р, з, ш) con valores primos p de 


la región p 20, 32» 0. о<а<ту. La parte de la suma que соггез- 
бк 

ponde a unos valores з у u dados, es igual a e( И“); la раце 

que corresponde a un valor dado u, es igual a y (3): 

B) Aplicando рага n» 2 el resultado de la m a), se tiene 

In ([])) — 2 1n E 
=m -v (5) +v (5) -v(7)+.>v0m- (F) 
Haciendo [z] de aquí hallamos que ([n]=2m, o (n)=2m+1) 
vo» (2) « n Seis < 
ES 00D) < mgng c. 


<in (2m 
нално ++(4)-+(@+ 
+» (5) -(5)+. «nb = 


y) Se tiene (la solución de la pregunta f) y el resultado de la 

pregunta 8, c) п 

А а m 
ж» (2) 9 (5) 9 ( 


KEDI 


[n] In [n] — [n] 2 [5] la [2] [3] +0 (Inn) 
=n n240 (Inn). 
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Por otra parte, para s>2 obtenemos (pregunta ф)) 
вите Vi)» 
ja <2/ 1 siempre 
Lid ( y 3)-- | =0з1з>ч 
Por lo tanto 
sero (2) (5) (5) 


-[em- (5) +0 (3) -0 (H+ -)< 
«yn 42 n 2m +...+2/п<2(ул+т л) =0 (V7). 
b. Se deduce de la igualdad (1), de la desigualdad de la pregunta a, 
В) y de la igualdad de la pregunta 8, c. 
€. Para m suficientemente grande, de la igualdad de la pregunta b, 
se tiene 


>) Memo (>, s $>1. 
терет терет 


Si para todos los pares Pn, Pas, que cumplen la condición m< pa < 
«paa ста se verificase la desigualdad рано? рл (14+e), resultaría 


4 
2 т?! 
lo cual es imposible para valores suficientemente grandes de m. 
d. Evidentemente, es suficiente considerar solamente el caso en que л 
es entero. 
Haciendo у() = 197. si г ез primo y y()=0 sl rl osi res 
compuesto, se tiene (pregunta b) 
(0+9 00)... 000) =Inr+a(); Год се 
donde C, es una constante. De aquí, para r> 1 
q()-Inr—1In(r—1)3-a (7) —a (7—1), 
1 5 Inr—In(r—1) 
3 Gara Tie Y == 
0<p<n степ 
z a()—2(r—1) 
n= У YER 


i<r<n 


RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DEL CAP. П /45 


Se tiene (8, b) 


n- У Tw 2 NU мн) 


1< 


Cr+Ininn+0 (712). 


donde C, es una constante. Luego hallamos 


bord 
туа) (катна) T 
1 am 
скај) (me n) 
de donde se deduce que 


тоо (3). 


donde Cy es la suma de la serie absolutamente convergente 


20 (пто) tO (ssa) 


е. Se tiene 
1 1 1 
=- 3 7- D (t35 


m JI (1-5 


реп pán pen 


силно (+27), 


donde C' es una constante, De aquí, haciendo C' = In Со, obtenemos 


la igualdad indicada. 
1. Haciendo л = [1,5 s In s] y representando con la notación m (л) 


+.) 


la cantidad de números primos que no son superiores a n, de la igualdad 
de la pregunta 9, a, y) deducimos (C es una constante positiva) 
a tni суя. 


lo cual es mayor que з, sí s, se ha elegido suficientemente grande. De 
aquí se deduce que, si s > so, el número p, está comprendido entre los 
números primos que no son superiores a n. 

V. Sean qu, qi... 9, los divisores primos distintos del número a. 


Hallamos: 2, 3, 4, ..., (s+ 1) <a, de donde (pregunta 8, c) 
(s+ 1) In (s 4-1) + O (s-- 1) <a, s = 0 (In a). 
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Por lo tanto (preguntas e y f) 
1 


"OC 


(к) =0 (In pj) = O (In Ina). 
Da 
10, a. Se deduce de с, $ 2. 


b. Como 6 (1) = y (I) = 1, se cumple la condición 1, a, $ 2 para la 
función Ө (a). Sea а = аа; una de las descomposiciones de a en dos 
factores, primos entre sí. Se tiene 

У) 0 (dida) =% (a) — (a1) y (0) = Y У 9()0(4). () 
ааз dy a2 Ay ar da as 
Si se cumple la condición 2, a, $ 2 para todos los productos menores 
que a, entonces, para dida < a se tiene Ө (dida) = © (dj) O (da), y según 
la igualdad (1) resulta Ө (аа) = 0 (а) O (аг), es decir, también se 
cumple la condición 2, а, $ 2 para todos los productos aya, que son 
iguales а a. Mas la condición 2, a, $ 2 se cumple para el único pro- 
ducto 1-1, igual a 1. Por consiguiente, ésta se cumple también para 
lodos los productos. 
11, а. Sea m> 1; para cada хт dado que sea divisor de a, la ecuación 


indeterminada x,. . . Xm-1%m=4 admite чиа.) soluciones. Por esto, 
m 


ход Y) ma (у=), 


Ama 
pero cuando xm recorre todos los divisores det número a, el número 


d=-Ž recorre en orden inverso los mismos divisores, Por consiguiente, 
m 
Tm (2) = $} tm (а). 
«а 


Por lo tanto (pregunta 10, а), si el teorema subsiste para la función 
тт (а), entonces también subsiste para la función ту, (a). Pero el teorema 
es válido para la función ти (a) = 1. Esto significa que el teorema siempre es 
válido. 
b. Si el teorema subsiste para la función тт (02). se tiene 

a 


: 
vie 3 into) =D) СВЕ em n 
E: 


Ш 
„0 
(241) (042 
T2. 


(em 
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Por consiguiente, el teorema subsiste también para la función 

тима (9%). Pero el teorema es válido para la función т, (p?) (evidente 

аі 
Т 


mente, igual а ). Por lo tanto, slempre es válido, 


c. Supongamos que е= тер, ет, y que а= рн... phh es la 
descomposición canónica del número a, donde py, » están dis- 
puestos en orden creciente. Para la función т; (а) =т (a) se tiene 

та) c mtl atl а. 

IE ET] 


Suponiendo, para simplificar los razonamientos, que e< 1, nos con- 
vetcemos. de que cada iuo de los factores que figuran en el segundo 
+1 
am 


miembro es menor que i los factores que cumplen la 


1 
condición г> 2" son menores que 1. Рог lo tanto, haciendo 
Й 


ё -(4*. hallamos 


E се lim Im < lim £ 


Sim>2, "mas se tiene Tm (а) < (x (a))m, Por ello 
m (а) t (а) 
Im 20 сип (2%) 


d. Los sistemas de valores x,, ..., Xm que satisfacen a la desigualdad 
indicada los dividimos en [л] clases con los números de orden 1, 2, 

++ [n]. A la clase del número de orden a referimos los sistemas que 
cumplen la condición ху... xm =a; la cantidad de sistema de éstos es 
igual a Tm (а). 

12. Si R(s) >1, la serie que expresa { (s) es absolutamente conver- 
gente. Por lo tanto 


(Сет 2 "a х Ww 
m=i nme 


Además, para un n positivo dado, la cantidad de sistemas ni, ... Am 
que cumplen la condición лү... лә =л, es igual a Tm (n). 
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es absolutamente 


e. para N>2 se 


1 
convergente, Como D 


tiene 


П 


pen 1— 


donde еп la segunda suma del segundo miembro n recorre solamente 
los números que son superiores а М. Pasando al límite para N -+ оо, 
en el primer miembro resulta P, en la primera suma del segundo 


miembro resulta { (+), y en la segunda cero. 
b. Sea N>2. Suponiendo que no hay números primos distintos de 
Pesos Pas Obtenemos DIT con la solución de la pregunta a) 


П 


Como la serie armónica ПРЕ РЕТ ss. ев divergente, раса N sufi- 
2*3 Р 


cientemente grande, esta desigualdad es imposible. 
c. Suponiendo que no hay números primos distintos de ри... Ра, 


obtenemos (pregunta a) 


> Уз 


UH 


Il- сод. 
jus 1 > 
Como el número =$ es irracional, esta igualdad es impo- 


sible. 
M. Si R(s)>1, el producto infinito para { (5) de la pregunta 13, а 
es absolutamente convergente. Por lo tanto 


mto 3 (rt) 
> 


donde p recorre todos los números primos. Derivando, hallamos 


inp np И wA 
po- St- em )-- X m 
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15. Sea N 7» 2. Aplicando el teorema с, |, se tiene 


a LIONS MTM 
Lo-2-3 $5 


donde en la segunda suma del segundo miembro n recorre solamente 
los números que son mayores que N. Pasando al límite para № — оо 
se obtiene la identidad indicada. 
16, a. Apliquemos d, $ 3 al caso 

d=1,2 ‚а /=1,1,...,1. 


Entonces, evidentemente, 5" = 1. Por otra parte, Sy representa cl 


número de valores que son múltiplos de d, es decir, es igual a [2] Р 


b. а) El segundo miembro de la igualdad de la pregunta a expresa 
la suma de los valores de la función p (d), extentida a los puntos enteros 


(d, u) de la región d > 0, 0 <и < T La parte de esta suma que co- 


responde a un и dado, es igual a M (2) 


P) La igualdad indicada se obtiene restando término a término las 
igualdades 


mon (a) ни (3) en) e 


(e omes 


с. Supongamos que n, = [а]; б, бу, . . ., Ön se definen por la con- 
dición: ð, es el mayor entero cuya /-ёзіта potencia es un divisor de 
5, fa = 1. Entonces 5" = Tin, 54 es igual a la cantidad de números, 


no superiores a n, que son múltiplos de dl, o sea, S4 = [5] De aquí 


resulta la expresión indicada para Тул. 
a 
En particular, como { (2) =F ‚ para la cantidad Ta, n de números 


que no son superiores a n y que no son divisibles por el cuadrado de un 
entero, superior a 1, se tiene 


Ta, n= n4 0 (V7). 


17, a. La igualdad indicada se obtiene de d, $ 3, haciendo 
(x а), 1, = ба). 
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b. La igualdad indicada se obtiene de d, § 3, haciendo 
во 0, IS Y 
c. Aplicando d, $ 3 al caso 
б=б ӧ,, . 
el). нба) еа). 
donde en la primera fila vienen escritos todos los divisores del número a, 


de 


se tiene 
бира), Se Y Р ( а ) =G (4) 
DNG 
d. La igualdad indicada se deduce de 


E ud) Y иа E ма 
Poa pS an 


18, a. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, a, suponiendo que x 
recorre los números 1, 2, ..., a y tomando | (х) = хт. Entonces 

S'= Vm (а), Sa amp mam... + (2) m amos (2) - 
b. Se tiene 


n= Ju (+3) зо. 
da 


El mismo resultado se puede obtener más fácilmente. Escribamos los 
números de la sucesión 1, ..., a que son primos con a, primero en 
orden creciente y luego en orden decreciente. La suma de los términos 
de ambas sucesiones que equidistan del origen, es igual a a; la cantidad 
de términos de cada sucesión es igual a ф (а). 

€. Se tiene 


м-ро (+964) = 
E 


= Ч 1р0)... (1—0. 


19, a. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, a, suponiendo que x 
recorre los números 1, 2, ..., [z] y tomando f (х) = 1. Entonces 
S' = Ts, Sa es igual а la cantidad de números, no superiores a z, 


que son múltiplos de d, o sea, Sa = (i]- 
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b. Se tiene 
те nl +0 ( (0) — 7, 9 (a) +0 (a°). 
A 


с. Se deduce de la igualdad de la pregunta a. 
20. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, a, suponiendo que x 


recorre los números 1, 2, ..., №, donde М> а, y tomando | (x)= 
Entonces se obtiene 


веке Y 


Pasando al límite para M- оо se obtiene la identidad indica 
21, a. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, b, considerando los 
sistemas de valores жу, жа, ..., xa indicados en la definición de pro- 


babilidad Ру y tomando | (xy хз, ..., xy) l. Entonces Dr 


se=[F). y se tiene 


N 
PII aT 
me nd M 25e (3.2 


Мака 


Por lo tanto 
Py = (6 ())714-0 (А); = si k>2, 


b. Se tiene ф (2) == 


22, a. Razonamientos elementales muestran que la cantidad de puntos 
enteros (и, о) que hay en la región и? + v! <р"; p < 0, es igual 
а лр? + О (p). Apliquemos el teorema 17, b, considerando las coorde- 
nadas x, y de los puntos enteros de la región х? + y? « r*, distintos 
del punto (0, 0), y haciendo / (х, y) = 1. Entonces T = 5" + 1, 5а 
es igual а la cantidad de puntos enteros que hay en la región u* | v < 
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T= Ханан (5: E 


b. ш Чи! que anteriormente, se obtiene 


[7] 
DAC мз 
T- Sees во (Ха т) = оце). 
23, a. Lo cantidad de divisores d de un número а= p... p,*. que по 
son divisibles por el cuadrado de un entero, superior а 1, y que tie- 
1х, 


nen x divisores primos, es igual a (4) ; en este caso (д = 
Por lo tanto 


20-30 ) = 0-0. 


per) 
b. ы que a tiene la misma forma que еп la pregunta а. 
Es suficiente considerar el caso т < A. Para la suma indicada se tie- 
nen dos expresiones 


3wo-(1)-(1)*- «c (4)- 
о (А1) - (ata) * 


Si m es par, entonces, para m La la primera expresión es >0, y para 
p 3 p 


n» la segunda expresión es >0. 51 т es impar, entonces, ра 


n«$ la primera expresión es «0, y para m >$ la segunda expre- 


sión es <0. 
€. La demostración es casi igual que en d, $, 3, pero teniendo en cuenta 
el resultado de la pregunta b. 

La demostración es casí igual que en las preguntas 17, a y 17, b. 
24. Supongamos que d recorre los divisores del número a. Q (d) denota 
la cantidad de divisores primos del número d, Q (а) = s. De acuerdo 
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a la indicación hecha en la pregunta, se tiene (suponemos que N es 
suficientemente grande) 


пад һо (+) етта та: ват. 
ad 


D(d)Em 
те Y теу, m= Y E 
ост 4 от 


Luego hallamos 


mz 


Im i A. oq. 


ШЕ 5 (4) «есеп 


под 


a D 1441 
N LON Ges 
ne, У маст 2 5i 
тат Q(d)em. nem. t 
; 
N си 
су à. 
ЯС. 


E E 
<” 3 (4 <atr om. 
nm 


25. A todo divisor d, del número a, que cumple la condición d, < Уа, 
le corresponde un divisor d, que cumple las condiciones 4, > Va. 
did¿=a. Ahora bien, p (di) =p (da). Por lo tanto, 


2 (4) = (dy (dy) = =0 
зад Duat Ун) PU 


28. Los números d que no son divisibles por el cuadrado de un entero, 
superior a 1, y que satisfacen a la condición q (d) — &, los consideramos 
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a pares, de modo que en cada par figure un impar d, y un par 24. 
Se tiene y (dj) +p (24) =0. 

27. Sean рү, .... Pa distintos números primos. Haciendo а= ру... ра, 
se tiene 


Ф (а) = (ри — 1)... (рк--1). 


Sin embargo, si по hubiese números primos, distintos de рү, 
se tendría q (a) — 1. 
28, a. Los números indicados se hallan entre los números sb; 


a a 
2,25. Pero (sd, a) 8 cuando, y sólo cuando, (5 5) 1 
(e, $ 2, cap. 1). Por lo tanto, es justa la afirmación señalada en la 


pregunta, y se tiene 
а= У °()=% vd. 
ba dia 


Phe 


b, a) Sea а= руи... pp" la descomposición canónica del número a. 
En virtud de a, la función ф (a) es multiplicativa, y se tiene 


исо У) ew. ри X ede <p (ра 
a (NER 


В) Para un entero т >> 0 se tiene 


- (d). 
РА 


Por lo tanto 
+@= X» 7. 
da 
29. Se tiene (p recorre todos los números primos) 
5 Ф (п) (р) (un, 
AS | (1.90. че) 


par 
ni р 


NT 


(O09 7 
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30. Se tiene 
Ф()+еФ@+...+Ф()= 


-3 Ls yu TN „дно 
" 
ET МЕ )- Dz FO (nInm)= 
dei 


т уне B об Inn) cnt O (n Inn). 
de 


Respuestas a las preguntas del capitulo Ш 
1, a. De 

Рамна рат. а, 
observando que 10 = 1 (mód. 9), se tiene 

P= an +an-1+ -+a (mód. 9). 
Por consiguiente, P es un múltiplo de 3 cuando, y sólo cuando, la suma 
de las cifras que le representan es un múltiplo de 3; P es un múltiplo 
de 9 cuando, y sólo cuando, la suma indicada es un múltiplo de 9. 
Observando que 10m —1 (mód. 11), se tiene 

Рт (ah as +...) — (а а...) (mód. 11). 

Por lo tanto, P es un múltiplo de 11 cuando, y sólo cuando, la dife- 
rencia entre la suma de las cifras que ocupan lugares impares (con- 
tando desde la derecha) y la suma de las cifras que ocupan lugares 
pares, es un múltiplo de 11. 
b. De 

P= by100n-1 4 bp. ¡1000-24 ... + 
debido а que 100 к= —1 (mód. 101), se tiene 

Р ти (b + bs +.) — (ba + 5+...) (mód. 101). 
Por consiguiente, P es un múltiplo de 101 cuando, y sólo cuando, 
(bi + bat...) — (ba +b +...) es un múltiplo de 101. 
c. De 
P=cn1 0007-1-4 cn-41 0000-2 +... с 
debido a que 1 000 == 1 (mód. 37), se tiene 
Реј са +... + с (то. 37) 

Por lo tanto, P es un múltiplo de 37 cuando, y sólo cuando, c, + 
+ enai +... +a es un múltiplo de 37. 
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Como 1000» —1 (mód. 7-11-13), se tiene 
Pe (acad. устата...) (mód. 7-11-13). 

Por ello, P es un múltiplo de uno de los números 7, 11, 13 cuando, 
y sólo cuando, (cs + cs...) — (ca + e +...) es un múltiplo 
de este mismo número. 

2, a) Cuando x recorre el sistema completo de restos respecto del 
módulo m, ax + b también recorre el sistema completo; el resto mini- 
mo no negativo r del número ax + b recorre los valores 0, 1, . . ., m—1 


De aquí que 
ae "S nd 
зн Жан 
— 
В) Aplicando el resultado de la pregunta 18, b, cap. И, se obtiene 
2 1%) A T etm). 


Sea r el resto minimo no negativo del número ах -+ [c] respecto 
del módulo m. Se tiene 


s-3 (20), 


donde e < Ф (r) & e--h; e= (c). Si т< 28 4-1 el teorema es evidente. 
Por lo tanto, consideraremos sólo el caso en que m >> 2h-- 1. Haciendo 


(229) ство, 


se tiene —14- 7 t «vp си Мето ie nli m 


<o( НЕ en todos los demás casos. De aquí resulta que 
вае sl ае |s-4 [<tr> 
b. Se tiene 


(om (AM B) +È 
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Apliquemos el teorema de la pregunta a, haciendo A=[A|. Entonces 
se obtiene el resultado señalado, 
c. Se halla 


mt 
аг 0z М) 
D A 


E 


ух 


0c z «m-—l. 
Aplicamos el teorema Де la pregunta a, haciendo A=1 + р. Entonces 
se obtiene el resultado indicado. 
4. Desarrollemos А en fracción continua, Sea 0, = Q el mayor de los 
denominadores de las fracciones reducidas, que no es superior a m. 
Se tiene (pregunta 4, b, cap. 1) 
pos "v" 7 
Ata (Р 9), <i 
De las desigualdades m < Фан < (фы + 1) 0, < COn, donde C es 
una constante, a la cual no superan lodos los números q,-- 1, p 
el mayor entero Н” que cumple la condición H'Q' < m se deduce 
que H' < C. Aplicando el teorema de la pregunta 3, b, se obtiene 
мана 
| € mta- 
E 
Sea m, = т — H'Q'. Si m, > 0, entonces, eligiendo los números Q” 
y Н" en dependencia de m, del mismo modo que se eligieron antes 
los nümeros Q' y H' en dependencia de m, se obtiene 
манд А 
у [ата-не <т0, 
E 
donde aplicamos la notación M, = МЕ H'Q'9. Sea m m — 
Si m, 2» 0, entonces, de un modo semejante а lo anterior, se halla 
M4 H=Qu-i 
D Magh 
E 
hasta que se llegue a un та = 0. Entonces se obtiene 
+ HQ +... + HOIQUo = m) 
М+т- 4 
| b (Ax BL Iza 
2 2 


хем 


о |<. 


(сте 
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Los números Q', Q", ..., QW satisfacen a las condiciones 
т> 0 > т> 9" > та... 2 таа 2 0 1. 
De aqui que (pregunta 3, cap. 1) k = O (In m) у, por consiguiente, 
la fórmula indicada en la pregunta es cierta. 
5, a. Designemos con S la suma que figura en el primer miembro 
1 


Sea т = АЎ, Para x < 40 el teorema es evidente. Por lo tanto, supo 
nemos que т > 40. Tomando M, = [9 + 11, hallamos unos números 
ay, т, ву que а las condiciones 
FM Ласла О< тт, (a т) =1, 10:1<1. 
ит 

Tomando М, = Му пи, del mismo modo hallamos los números ag, Ma, 
04: tomando Му= Му + ma, hallamos los números аз, т, 05; continuamos 
азі hasta que se llegue a Мә = М,+-т, con la condición 0c [RI — 
— Mass < [ч]. Aplicando el teorema de la pregunta 3, с, se obtiene 


истата Mani) |< 


eS 


Такма). 


1 k43 
SR <a 4 


La longitud del intervalo, para el cual 


a 2 gs а! 
mms o» uu 


24 a 
по es superior a m Por consiguiente, con una misma fracción -£ 


están ligados. «à y H mümeros my, т, сте Sean ay y аз el 


valor mínimo y Di inia ue que corresponden a un m dado. 

Se tiene 
аа 2 k(R—0), 
«A; 


k(R—Q)m 
m m A 


+1,05. 


ES 


Por consiguiente, con el m dado están ligados 


<4% +1) (ест 1.) " 


A (Lem) (вен) го 
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„ти. Sumando la última expresión respecto de 
[t], se obtiene 


números ти, та. 
todos los m=1, 2, 


se HC 


Y (e Inr424- ne 404 1,05 < 
«А9 nat, 


ES 


b. Se tiene 
| Y vori-9-74-0|<a, 
afa 
Y ue-Pe-o|cs 
Q«x«R 
de donde, haciendo д (x) = {/ (x) 4-1 —6) —(/ (2), hallamos 


5 24. 
52 (|< 


Mas, si (f()) «0 se tiene B(x)=1—0, y sí {/(х)} >0 se tiene 
d(x)=—o. Por lo tanto, |(1—a) y (0) —o (R—Q— (0) | <2A, de 
donde se obtiene la fórmula indicada. 

6, a. Apliquemos la fórmula de la pregunta 1, е, cap. И. Haciendo 


1) = ИСА, en el intervalo 0<x < —— se tiene 


vi 
ст 1 m 
тб T«I9I« 
(2—0) 
Рог lo tanto (pregunta 8, а, cap. И, pregunta 5, а) 


"= 


T=4r48 f Vegas e (7 y 


2 2 
5} +0 (+ m7) =1240 (+ п). 


b. Se tiene (preguntas 11, d y 1, d, cap. Ш) 
Der. +r(m=2 M [2]-Ivar. 


ос Yn 
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Es suficiente considerar solamente el caso n >64. Dividamos el intervalo 
1 

X«x« Vn, donde X=2n, en О (Inn) intervalos de la forma 

M<x<M', donde M' <2M. Haciendo ЦЕРА en el intervalo 

M « x & M' se tiene 


2n. 


Гас. (= 


x 8n 
ap «l9 «an 
De aquí que (pregunta 5, a) 
1 
by {т} -{н'—-му+о (2 Inn), 
м<х<м' 
1 
У (1) суво (9 аап) " 
о<х< Ун 
Por otra parte (pregunta 8, b, cap. M) 
» Enta Inno (V2) V740 0). 
o<x< Уй 


Por lo tanto 
а) 0(0) +... т (п) = 281 an Inn 4-2p (Ип) Va— 


i 
—Vñ—n+4+2 Vatva o (ai mo —n(Inn4-27—1)4- 


1 
+0 („Ж gama) A 

7. Supongamos que el sistema es irregular y sea s el mayor número 
entero que cumple la condición de que 2* figura en una cantidad impar 
de números del sistema. Uno de estos últimos números lo sustituimos 
por otro menor, que contenga solamente aquellas potencias 2* que 
figuran en una cantidad impar de números del sistema restante. 
Supongamos que el sistema es regular. Un número, que sea menor que 
alguno de los números T de este sistema, se diferencia de T al menos 
en una cifra en el sistema de numeración de base 2. 

8, a. Agregando el número Н = 3" + 3n-1 4...3 1 а cada 
uno de los números, representados del modo indicado, se obtienen 
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los números que se pueden obtener si en la misma forma xp, x, 
‚ эч, хо recorren los valores 0, 1, 2, о sea, se obtienen todos los 
números 0, 1, 2H. 

b. Del modo indicado se obtienen түт, . . . ma números que no son 
congruentes entre si respecto del módulo тит, . . . ma, puesto que de 
E ses таса = 
map md титу А... лит... Ma (mód. түт; ... my ) 

se halla sucesivamente 
x, = x{ (mód. m), xx; mos = myx (mód. mm), ха x4; 


m,myxs = mimax; (mód. mamam), x3= x5, 
etc. 
9, а. Del modo indicado se obtienen mim, ... ту números que no son 
congruentes respecto del módulo mm, ... my, puesto que de 
My Mata +... + Муху = 

= My + Mysá-- ++. + Мк (mód. тту... ту) 
resultaría que (todo My, distinto de Ms, es un múltiplo de т) 
(méd. т), x= 


Max, = Max, (mód. та), хит 


b. Del modo indicado se obtienen Ф (т) Ф (m) ... 9 (my) = 
= Qmm... my) números, los cuales, en virtud del teorema de 
la pregunta a, no son congruentes respecto del módulo түт... ту, 
y como (Mix + Махз +... + Маха, m) = (Ми. m) = 1, 
son primos con пита... my. 

с. Según el teorema de la pregunta а, el número Mox, + Mas 
+. 4 Муху, donde xi, Xa, - - ., ху reccorren los sistemas completos 
de restos respecto de los módulos ли, ma, .. .. my, recorre el sistema 
completo de restos respecto del módulo түтү... my. Este número 
es primo con тут: ... ту cuando, y sólo cuando, (x, т) = 
= (xa, m) ‚= (ху, my) = 1. De aquí que (тута... ту) = 
= 9 (m) p (m) ... p (m). 

d. Para obtener todos los números de la sucesión 1, 2, ... ра que son 
primos con pa, se deben borrar los números de esta sucesión que son 
múltiplos de p, es decir, los números p, 2p, . . ., ре-тр. Por lo tanto, 
Ф (ра) = pa — pa-1. De aquí y del teorema c, $ 4, cap. И se deduce 
inmediatamente la expresión para ф (a). 

10, a. La primera afirmación se deduce de 


EN са) „(Мек 


2:31 ; 


162 RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS 


la segunda se deduce de 
(is. ad b.) = {Ми ++ мм» 


b. Las fracciones 


h ш... EE) UNE ат) 
(ои шшш. 
coinciden con las наса 
(eani a Мик MR a, 
m 
fa (Мо... Mie зо Maint ++ + + Mata) 
з = 


ч) 


hilo LT тл (х, 


o sen, соп las fracciones ( 


aquí se obtiene fácilmente la primera afirmación, La ЕС se demuestra 
de un modo análogo. 
11, а, Si a es un múltiplo de m, se tiene 


Sim 


51 a no es divisible por т, se tiene 


b. Para а no entero, el primer miembro es igual a 
мор). мем 
ma, & xx a 


e. Según'el teorema de la pde b, el primer miembro no es superior 
а Ty, donde 


Xy 


Pero si m es Impar 
Ta<m X ngt 


o<a< 


=minm. 
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y si m es par 
T» 5 п Ет 5 к стот. 
ocas $ o<a< то 

сати para то 6 la cota т In m se puede disminuir en 


X eitea EEJ): 


La última expresión es >F si m> 12 y es >m si m> 60. 

12, a. Supongamos que m-pgi...pü es la descomposicion canónica 
del número m. Haciendo рат... poke my, y conservando las 
notaciones de la pregunta 10, a, se ine 


A LI 
PU 05 A 


Pero, si a, 1, se obtiene 
2i an Ze 


i "Ye ан, 


Si а, >> 1, haciendo m, pynj, se obtiene 


а! ixi — 
b. Sea m entero, т> 1, Se tiene У e^ m —0. La suma de los 
E 
términos del primer mlembro de esta igualdad que cumplen la condi- 
ción (x, т) =4, es igual a p (2) , en virtud del teorema de la pre- 


gunta а, 
с. Obtenemos 


d 
Cm Y pd Sa 
E 
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donde, haciendo т= mod, se tiene 

PES 
а= $e me. 

EI 

Esta suma es igual a 0 зі d m e igual a 1 si d=m. De aquí resulta 

el teorema de la pregunta a. 

d. Las igualdades se deducen de la pregunta 10, b. 

е. Se tiene 

A (m)... A (my) e mr У)... У) Say, m ==> Зак mp 

а 


donde ај. ..., ay recorren los sistemas reducidos de restos respecto 
de los módulos my, ..., ти. De aquí (pregunta d) se deduce inmedia- 
tamente la primera igualdad de la pregunto. La segunda igualdad 
se demuestra de un modo análogo. 

13, a, Se tiene 

A aem af р, si n es múltiplo de p, 


De 1 0 en caso contrario. 
E 


b. Desarrollando el producto que corresponde a un л dado resulta 


De aquí, sumando respecto de todos los m = 0, a — 1, se 


obtiene la expresión conocida para Ф (а). 
14. La parte de la expresión del segundo miembro que corresponde 
a un valor de x que es divisor de a, es igual a 1; la parte que correspon- 
de a un valor de x que no es divisor de a, es igual a 0. De aquí que la 
expresión en cuestión es igual al doble del número de divisores de a, 
menores que Ya, más б, es decir, es igual a т (а). 
15, а, Se tiene 

(пла) р 


RO) вет (,2.,) water ее (mód. р); 


(и ha ha)? = (№ + ha)P HAP = ЕНЕ (mód. p), etc. 
b. Haciendo A eh... — hal, del teorema de la pregunta a 
se obtiene el teorema de Fermat, 
c. Sea (a, p)=1. Para ciertos enteros Ny, Na, ..., Na, se tiene 
а-о = 1--Мүр, aP(-D = (1-4-N,p)P — 1 - Nap? 
a 970. | p Мурз, а 7 970 L1 E Wage, 
а® Фа) = | (mód. p°). 


RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DEL CAP. IV 165 


Sea тетра... py* la descomposición canónica del número m. Se tiene 


М 

aP ORD а (mód. ир, A pi) 

а? 0? ш 1 (mód. ра), ..., a 09 & 1 (mód. pR’), 
a? (™ & | (mód. m). 


Respuestas a las pregantas del capitulo 1V 


Ja, El teorema se deduce Inmediatamente del teorema (de la pre- 
guns 11» а, сар. 

Sex d'un dior del número m, m=mgd, Ha denota la suma de los 
términos que cumplen la condición (a, m)=d en la expresión para Tm 
de la pregunta a. Se obtiene 

m-i moi app ob e oo) 
н= У У .. 2, „л 
ap х=0 
donde ap recorre el sistema тыра dil respecto del módulo mg. 
De aquí se deduce q 


1 a rom 
meg" Qe mOTUm mA (ц). 


T es la can- 
Se tiene 


е броне qua бакна, astu, ares 
tidad de soluciones de la congruencia ax m b (mód. m) 


5Y к m-im-i зи 


"да "a 


md, si b es múltiplo de d, 
0 en caso contrario. 


d. Haciendo (а, m)=dj, (b, dj) —ds, 
d, та, ..., dy; =d,m,, hallamos d= dp, 


m-im-im-i mot анови theta) 
"o m ~ 


U, dy.) =4, тат, 


di-im-i m-i зае V. Hf) 
Ovi teto 
$e Фе 
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e. Apliquemos el método de inducción. Conservando las notaciones 
de la pregunta d, supongamos que el teorema es válido para r variables. 
Consideremos la congruencia 

lo-- ах... fuk gum 0 (пд. m). e) 
Sea (1, m) = dy. La condición para que sea posible la congruencia (2), 
es art... +/w-+gmo0 (mód. do). La última congruencia es 
postie solamente si g es múltiplo de d’, donde й = (a, ..., f, do) = 


~ (i, ‚ f. т); en este caso, ésta admite 25-14' soluciones. Por 
consiguiente; 14 congruencia (2) es posible solamente en el caso en que g 


es múltiplo de d’; entonces, ésta admite dj d" (£y do = тта! solucio- 


nes. Por lo tanto, el teorema también es válido para r + 1 varia- 
bles. Pero el teorema subsiste para una variable. Esto significa que 
éste slempre es válido. 

2, а. Se tiene a9 (m) өш 1 (mód. m), a-ba? (m-1 mb (mód. m). 

b. Se tiene 


2... (a ab (per 20 
mb-1.2... (1— a) (mód. p), 


cara 


de donde, dividiendo termino a término por 1-2... (a— 1), se obtiene 
el teorema indicado. 

€. a) Evidentemente, es suficiente limitarnos al caso (2, Б) =1. Eli- 
giendo el signo de un modo adecuado, se tiene Б + т ex 0 (mód. 4). 


Sea 2% la máxima potencia de 2 que divide a b+ m. 51 ò> А, se tiene 


Si ð< k, se tiene 


Con esta congruencia repetimos una operación análoga, elc. 
B) Suponemos que (3, b)=1. Eligiendo el signo de un modo adecuado, 
se tiene b +: т=0 (mód. 3). Sea 3% la máxima potencia de 3 que divide а 
bm. Si д> А, ве tiene 


xm LET. (mód. m). 
Si ò <k, se tiene 


30-6 = Ig (mód. m). 
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Con esta congruencia repetimos una operación análoga, etc. 
y) Sea p un divisor primo de a. Hallemos £ de la condición 6-4 mé m 0 


(mód. p). Sea p? la máxima potencia de p que divide a (a, b--mt), y sea 
а= ар®. Se tiene 


aum A (mód. m). 

Si а; > 1, repetimos una operación análoga con esta nueva congruen- 
cia, etc. 
El método indicado es cómodo en el caso en que el número а posea 
factores primos no muy grandes. 
3. Haciendo (= [х], escribimos las congruencias 

а:0 = 0 (mód. m), 

а-1 = y; (mód. m), 

a.t = ys (mód. m), 

а-0 = m (mód. m). 
Colocando estas congruencias en orden de crecimiento de sus segundos 
miembros (compárese con la pregunta 4, 
a término cada congruencia (i 
sigue, se obtienen £ + 1 congruencias de la forma az mu (mód. m); 


0< 1z | <7. En este caso, al menos en una congruencia será 0 u < т. 


En efecto, u admite £+ 1 > т valores, estos valores son positivos, 
y su suma es igual а m. 

4, а, a) Se deduce de la definición de fracción simbólica. 

B) Aquí se puede hacer Bp=b-+ ml, donde t se define por la condición 
b--mt за O(mód. a); entonces, satisface a la congruencia ax mb е! 


número entero, representado por la fracción ordinaria >. 

y) Se tiene (bo es un múltiplo de a, dy es un múltiplo de c) 
Pyd ta do, betal „кра 
aia тета ас ac 

8) Se tiene 


a ac "ac 
b, a) Se tiene (las congruencias se toman respecto del módulo p) 


(PT -eer eA „Ста а и да, 
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La pregunta 2, b se resuelve más fácilmente así: 


b „bti Deoh... (p—(a—1) 
[с чы “Тл. (a—1a эю. 
P) Se tiene 


(0—10) 0—2 
RU СТО 
(p —(p—2) 

(mód. p). 
p- (mód. p) 
5, a. Entre los números s, s + 1, ..., s+ n — 1, ningún par puede 
tener simultáneamente divisores comunes con d. Los productos 
s(s+ 1)... (s+ n — 1) pueden ser reunidos еп nx clases según 
la cantidad de modos con que el número d pueda dividirse en n factores 
primos entre sí, teniendo en cuenta el orden de estos últimos (pre- 
gunta 11, b, cap. II). Sea d = шиг... uy una de tales divisiones. 
La cantidad de productos con la condición s mu 0 (mód. u), s+ 1 = 


=0 (mód. uj), .. ., з{+л—1н=0 (mód. un) es igual a 5. Por lo tanto, 


el número buscado es igual a пх $. 


b. El número indicado es igual a 
н 
PELLE 
de 
donde x es igual a la cantidad de divisores primos del número d. 
Pero, se tiene 


n*a n n n 
PL а а (1-2) ( x) ж): 
6, а. Todos los valores de х que satisfacen а la primera congruencia 
vienen dados por la igualdad x = би + mt, donde £ es entero. Para 
elegir entre éstos aquellos que satisfacen también a la segunda congruen- 
cia, hay que limitarse solamente a aquellos valores de £ que satisfacen 
a la congruencia 


mit = by — by (mód. mj). 


Pero esta congruencia es resoluble cuando, y sólo cuando, by — bı 
es múltiplo de d. Además, cuando ésta es resoluble, el conjunto de 
valores £ que la satisfacen se determina por una igualdad de la forma 


t t+ T C^, donde 7 es entero; el conjunto de valores х que satisface 
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al sistema considerado en la pregunta se determina por la igualdad 


ит (+ r) 3,3 Mal 


b. Si el sistema Siamp P; 
x= by (mód. mj), x = b, (mód. mj) 
es resoluble, el conjunto de valores x que le satisface se expresa por 
una congruencia de la forma x mu xja (mód. mi). Si el sistema 
х mu x, (mód. mas), x mu b, (mód. my) 
es resoluble, el conjunto de valores x que le satisface se expresa por 
una congruencia de la forma x же xj,» (mód. па). Si el sistema 
x æ xus (mód. таа), x те da (тб. ma) 
es resoluble, el conjunto de valores x que le satisface se expresa por 


una congruencia de la forma x mu Xy, (mód. masa), etc. 
7, a) Al sustituir x por — x (en virtud de lo cual x’ se sustituye 


рог—х') el valor de la suma (=) no varía. 
В) Cuando x recorre el sistema reducido de restos respecto del módu- 
lo m, x' también recorre el sistema reducido de restos respecto del 


módulo m. 
y) Haciendo x = hz (mód. m), resulta 


аш АЕН 


jj 


9) Se tiene 
ga дасе таз ту" 


andy (ael). mm 
(54) (5-22 
Haciendo тах’ -myy! —z', se tiene 
(amx + aymsy) (max! + my") = ат} + axm} (mód. тута), 
Cx) A AA. 


lo cual demuestra la propiedad indicada para el caso de dos factores. 

La generalización para el caso de más de dos factores es trivial. 

8. La congruencia 

ат aai +... + ay — as (x — x) ха) os (x — an) m 
= 0 (mód. p) 
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admite n soluciones. Su grado es inferior a n. Por consiguiente, todos 
sus coeficientes son múltiplos de p, lo cual se expresa mediante las 
congruencias indicadas en la pregunta. 
9, a. Si p 23, para cada x tomado de la sucesión 2, 3, +... p — 2, 
hallamos en esta sucesión un número correspondiente x’, distinto del 
mismo х, que cumple la condición xx’ mu (mód. p); en efecto, si 
fuese x = x' resultaría que (х — 1)(x+ 1) жа 0 (mód. p); xmm 1 
o x тар — 1. Por consiguiente, 
2.3... (p —2) = I (mód. p); 1-2... (p — 1) m —1 (mód p). 
b. Sea P > 2. Suponiendo que Р posee un divisor и que cumple la 
condición 1 <и < P, se tendría que 1-2... (P— 1) 1 на 
=1 (mód. u). 
10. а. Наа тоз un número ћ que cumpla la condición apfmsl (mód. m). 
La congruencia dada equivale a la que sigue: 
трака + + ash т 0 (под. m). 
b. Sea Q (x) el cociente y R (x) el residuo de la división de xP — x 
por / (x). Todos los coeficientes de 0 (x) y А (х) son enteros. Q (х) es 
de grado p — n, R (х) es de grado inferior a n, 
ар — x = f (x) Q (x) + R (x). 
Supongamos que la congruencia / (x) ma 0 (mód. p) posee n soluciones. 
Estas mismas soluciones son también soluciones de la congruencia 
R (х) m 0 (mód. p). Por lo tanto, todos los coeficientes de R (x) son 
múltiplos de p. 
Recíprocamente, supongamos que todos los coeficientes de R (x) son 
múltiplos de p. Entonces / (x) Q (x) es múltiplo de p para los mismos 
valores de x que xP — x; por lo tanto, la suma de los números de solu- 
ciones de las congruencias 
F (x) mu O (mód. p), © (x) mu 0 (mód. p) 
no es menor que p. Supongamos que la primera admite œ soluciones 
y la segunda р soluciones. De 
a«nB«p—n р<а+ В 


deducimos que а = n, В = p — n. 
e. Elevando término a término la congruencia dada a la potencia 


[2 > nos convencemos de que la condición indicada es necesaria 


Supongamos que se cumple esta condición; de 


srl +4” 
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se deduce que el residuo de la división de xP—x por хп —А es igual 
9-1 pt 

^ a ada, donde A ™ —1 es múltiplo de p. 

И. рех m A (mód. m), y^ æi (mód. m) se deduce que (бите 
c A(mód. m); ahora bien, los productos хоу que corresponden a valores 
de y incongruentes (respecto del módulo т), son incongruentes. 
De x} = A (mód. т), хп ка A (mód. m) se deduce que a^ ss хр (mód. m) y, 
determinando y de la condición х к= ухо (mód. m), se tiene 

gn s 1 (mód. m). 


Respnestas a las preguntas del capitulo V 

1. La congruencia indicada es equivalente a la siguiente: (2ax + b) == 
= b! — бас (mód. m). Para cada solución z те zo (mód. m) de la con- 
gruencia 2% ия b? — Час (mód. m) hallamos de 2ax + bms го (mód. m) 
una solución correspondiente de la congruencia indicada. 


2, 
хш ат (mód. p). 
b. Si (2)-* se liene a€m*2 m I (mód. p), а?т*1 ка + 1 (mód. p), 


5 (5) =1, se Пепе а?т+1 sx | (mód. p), (am*1)2 = a (mód. p), 


ате m + a (mód. p). 
Como (2)= —1, también se tiene 24m02 а — 1 (mód. p). Por lo 


tanto, para un s que toma uno de los valores 0; 1, resulta 
айти ате = a (mód. p), xm + amti ратан (mód. p). 


€. Sea p=2%k 1, donde k>3 y h es impar, (z)- 1. Se tiene 


a1 ^ „1 (mód. р), a1 ва 41 (mód. p), 
МАА а — 1 (méd. р) 
Por consiguiente, para cierto entero no negativo sj, se obtiene 
na э ита, р) a hn? 1 (mod, р); 
de aquí, para cierto entero negativo sy, se obtiene 
paa? „| (mód. p), a ym! = a 1 (mód. p), 


etc.; finalmente, se obtiene 
ME 


ahNisk = 1 (mód. p, хе жа 2 Nik (méd. p). 
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4. Se tiene 


— D)-- 1220 (mód. р), 
«deis Pape iw n DOE. = 0 (mód. p), 


3,4. Las Реки de resolubilidad de las i MN (D v (2) se 
deducen trivialmente (f, $ 2 y k, $ 2). La congruencia (3) es resoluble 


can, y эө cn, (2) ai те (32) (4) y 
(4 )- { 1, si р es de la forma 6m+-1, 


—1, si p es de la forma 6m--5. 
v. Cualesquiera” que sean' los primos distintos ри, ри... РА 


de la forma 4т + 1, el divisor primo mínimo р del número 
(pps... р#+1 es distinto de р, р... Pa у, como 
(Pipa ... pay + Dem 0 (mód. p), es de la forma 4т + 1. 
€. Cualesquiera que sean los primos distintos Pi, рь... Ра 
de la forma бт + 1, el divisor primo mínimo p del número 
(2рцра ... py А-3 ез distinto de pi,Pa, » . „ Ph Y, como (2риРа . . 
Pa)? + 3 mu O (mód. p), es de la forma 6m + 1. 
4. En el primer conjunto hay números que son congruentes con 
141, 2:2, .. n, 272 22, o sea, con todos los restos cuadráticos del 
sistema completo; según la condición, un número que pertenece al 
segundo conjunto es un no-resto cuadrático. Pero al segundo conjunto 
pertenecen todos los productos de este no-resto por todos los restos, 
decir, pertenecen todos los no-restos cuadráticos. 
5, a, Supongamos que en el sistema de numeración de base p 
a=aa-1p* +... ap Fas 
y que la solución buscada (el resto mínimo no negativo) es 


pe xp x а 
Fesser 
Las PES а аз а а в 
239Xa-1 . Loxa 2х3 2xoxs. 2хоц 4 
Зика 2хүху IRA A 
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donde en la columna bajo a, liguran los números cuya suma engendra 
el coeficiente de p* en el desarrollo del cuadrado del segundo miembro 
(1) según las potencias de p. Hallamos xy de la condición 


ape ао (mód. p). 
= pı, obtenemos x, de la condición 
Pi 2xox, = a, (mód. p). 
Haciendo att ри; obtenemos x, de la condición 


Pi-k 2x0x2+ xl = as (mód. р), 


etc. Como (хо, p)=1, para el número хо dado, los números xy, жа... 
Xa-1 Se determinan univocamente. 


b. Aquí 


70 2744... 40924 0,224-0,2400, 
29—14... хааа како 
y se tiene la tabla siguiente: 


азаа a. ву а; а а 
Xoa-2 ... хоху хола хох E 
Xiao e p a 
XE 0e 4 


Consideremos solamente el caso a > 3. Сото (a, 2) = 1, tiene que 
ser necesariamente a, = 1. Por lo tanto, x, = 1. Luego tiene 
que ser necesariamente a, = 0 y, como xx +a} = x + x} m 
=0 (mód. 2), tiene que ser necesariamente a,—0. Para x, son posibles 
dos valores: O y 1. Los números хз, Xs, ..  Xa-: Se determinan 


univocamente, y рага xa., son posibles dos valores: 0 y 1. Por lo 
tanto, si a > 3 tiene que ser necesariamente 1 (mód. 8), y enton- 


ces la congruencia indicada admite 4 soluciones. 
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6. Evidentemente, P y Q son enteros, y Q es congruente respecto del 
módulo p con el número que se obtiene al sustituir a por 2*, para lo cual 
es suficiente sustituir а por z. Por lo tanto, Q ма 2%712%—1 (mód. р); 
por consiguiente, (Q, p) = 1 y Q' verdaderamente se puede determinar 
de la congruencia QQ’ mu 1 (mód. p°). Se tiene 
Рафа Ya (2 Va)? = (£—a)* ка 0 (mód. p”), 
de donde 
(PQ' = a (QQ') = a (mód. p°). 


7. Sea m=2%pP1..., py la descomposición canónica del número m. 


Entonces m se expresa de 2^ maneras еп la forma m==2%ab, donde 


, b) 
Aion que а = 0. De (x — 1)(х + 1) mu 0 (mód. m) se deduce 


que para ciertos a y 8. 
x mu 1 (mód. a; x= —l (mód. b). 
Resolviendo este sistema se obtiene x mu хо (mód. m). Por lo tanto, 
la congruencia indicada tiene 28 soluciones. 
Supongamos que a — 1. Para ciertos a y b 
x mm 1 (mód. 2a); x mu —1 (mód. 20). 
Resolviendo este sistema se obtiene x mu хо (mód. m). Por lo tanto, 
la congruencia indicada tiene 2* soluciones. 
Supongamos que ® = 2. Para ciertos a y b 
xma | (mód. да); x= —1 (mód. 2b). 


Resolviendo este sistema se obtiene x = x; (mód. $). Por lo tanto, 


la congruencia indicada tiene 2+1 soluciones. 
Supongamos que а > 3. Para ciertos a y b tiene que verificarse uno 
de los sistemas 

xm] (mód. 22); x m —1 (под, 22715); 

xmi (mód. 297a); ха —1 (mód. 25). 


Resolviendo uno de estos sistemas se obtiene x = x, (mod^7-) . Por lo tan~ 


to, la congruencia indicada tiene 2*? soluciones. 
8, а. Determinando x de la congruencia xx' = 1 (mód. p), se tiene 


S хө у y ee tue )-3 (“ 


P 
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Evidentemente, 14-kx" recorre todos los restos del sistema completo, 
a excepción de |, De aquí se deduce el teorema indicado. 


b. La igualdad en cuestión se deduce de la igualdad 


mE (+) (еви) 


E (ettet etin). 


e. Supongamos que 3 denota la cantidad de valores de y que son igua- 
les a cero (por consiguiente, 82:0 6 ð= 1). Se tiene 


Er 
ях Уз, us, y. Y (ОИН), 
cir 2 


Ahora hallamos que; 
Sy, y =P Sb =y=0; 


Sy, y =0, si solamente uno de los números y, e y es igual a cero; 
S, ro (42), siy=y>0; 
Sy, 
Por lo tanto, 
Sx (eoe -o- (2 (y) xv. 
i 


d. a) Se tiene 


»-- (ве) en los demás casos. 


p-1Q-1Q-! 
аа) G2 
з-у У У ( E ). 
LL 
Para 2,= 2, la sumación respecto de x da p— I. Рага z; distinto de z, 
la sumación respecto de x (pregunta a) da —1. Por lo tanto, S= 
-p0—Q. 
P) Según el teorema de la pregunta а), se tiene 
TH LL T<. 


y) Sl p < 5, el teorema es trivial. Si p > 5, aplicamos el teorema de la 
pregunta a). Suponiendo que en la sucesión indicada en la pregunta 
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по hay no-restos cuadráticos, llegamos а la conclusión que Sx = Q 
para х= M, М+ 1, мо. Рог lo tanto (0° + 20 
y Y + 20 + 1 по son iguales а p, puesto que son compuestos), halla- 
mos 

(Q-)0O9«(0—QQ Q+2<p (0+ 1) <р, 


lo cual es imposible, 
9, a. Si m se expresa en la forma (1), la solución 


2 mu zo (mód. m) (5) 


de la congruencia x та zy (mód. m) también es solución de la congruen- 
cia (2). Diremos que la expresión indicada está ligada con la solución 
(5) de la congruencia (2). 

Con cada solución (5) de la congruencia (2) está ligada no menos de 
una expresión (1). En efecto, tomando 1=Vm, se tiene 


mo P 9 . " 
т” рүн! 99-5 0<0< Ут, 10]<1. 


Por lo tanto, год =mP-+r, donde |r|« Ут. Luego, de (2) se deduce 
que |r [2-4-Q2 = 0 (mód. т). De aquí y de 0'< |r [24-02 < 2m se obtiene 


m=jr +. © 
Ahora bien, (|r |, Q)=1, puesto que 
ПО MOP р ы Q). 


Si |r | =r, rm 200 (mód. т), la expresión (6) está ligada con la 
solución (5). Si |r|= —r, como 280 mezo (mód. m) Q m 
=z | то. m), la expresión m=Q*+ |r|" está ligada con la solución (5). 
Con cada solución (5) está ligada no más de una expresión (1). En 
efecto, si dos expresiones del número m en la forma (I), m = х? + y! 
y m= af + y}, están ligadas con una solución: (6), entonces, de 


х wm тоу (mód. m), x, ws гу, (mód. m) se deduce que ху, ms x y (mód. m). 
Por lo tanto, ху, = му, у como (x, y) = (x, и) = 1, resulta que 


хему Ya 
b. Si p se expresa en la forma (3), la solución 

z mu го (mód. p) 0e 
de la congruencia x ws zy (mód. p) también es solución de la congruen- 
cia (4). Diremos que la expresión indicada está ligada con la solución 
(7) de la congruencia (4). 
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Conociendo la solución (7) de la congruencia (4), hallamos no menos 
de una expresión (3). En efecto, tomado т = Vp, se tiene 


аР, 8 
Ut 0-6. 0<0< Ур, 191<1. 
Рог lo tanto, 20 == r (mód. p), donde |r|<V/p. Luego, de (4) se 
deduce que |7 |! + а0? & O (mód. p). De aquí y de 0 — |r |+ 
+ a < (1 + a) p se deduce que, зі a = 2, tiene que ser | r P -+ 
+ 2@ = p ó |r |+ 20% = 2p. En el último caso |r | es par, 
|| = 2л, р = @ + 271. Si а = 3, tiene que ser | РЕ 30% = p, 
ó |r I + 3@# = 2p, 6 | |* + 3Q* = 3p. El segundo caso es impo- 
sible, pues, respecto del módulo 4 el primer miembro es congruente 
con 0, mientras que el segundo miembro es congruente con 2. En el 
tercer caso, | r | es múltiplo de 3, [r| = 3r, p = Q + за. 
Suponiendo que dos expresiones del número p en la forma (3), 
p = + ay! y p = af + аў}, están ligadas con una misma solución 
de la congruencia (4), hallamos que x = xi, y = и. Suponiendo que 
estas expresiones están ligadas con soluciones distintas de la con- 
gruencia (4), hallamos que х жагу (mód. p), xı жа zy, (mód. p), 
de donde xy, + xj mu 0 (mód. p), lo cual es imposible, puesto que 
0 < (и x са + yet up cp 
c, a) Los términos de la suma 5 (k) con xx, y х= — x, son Iguales. 


B) Se tiene. i 
sam- (ените) sw. 


y) Haciendo p—1=2p1, se tiene 


n „ 
ра (S (3+ (5 (08 3) (ува У) (5 (ма) = 


D - 
p-ip-ip-i 
A (rb) 
=) s= 
2sm- 3 a (epe), 
Si y mo es r ахоар—х, M pali йсй respecto 


de k es igual a -(3): b рех o ушр uh a iguala 


(р—1)х (2) + Por lo tanto, 
ра (S (0) ри (5 (00 = 4рри. Р 


то) (Еве): 
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10, a. Se tiene 
X1—DYA- (sj 444 VD) (а £ Ya VD) (i— 
си VD ( ки у=. 
b. Tomando cualquier t, que cumpla la condición «y >, hallamos 
unos enteros ху, yy que cumplen la condición | yy Vb-4l «Xr 
о<и<т. de donde, multiplicando término а término рог 
и Ибис 2y, ИБТ, obtenemos | xt — Dyt | 2 V D +1. Tomando 
та > чі de modo que sea | yi VD—x1| > hallamos unos nuevos 
enteros xa, ya que cumplen la condición |х? —D44| « 2 VD-+1, etc. 
De aquí se deduce que en el intervalo —2/D—1 < k «2 VD+ 1 existe 
un entero k, distinto de cero, tal que entre los pares хү, Vii Xa. уз; 
hay un conjunto ínfinito de pares x, y que cumplen la condició 
x1— Dyi- k; entre estos últimos siempre habrá dos pares Ey, mi y 
Em Ma que satisfacen а la condición тз (mód. (Ај), mo 
тат (mód. | # |). Determinando los enteros £o, по mediante la igualdad 
ь+ъУБ=(и+ m VD) (bm VD), se tiene (pregunta a) 
= Опр) А2, Eo == E]— Dn} = 0 (mód. |]: 
то за — ити rmi s 0 (mód. |А). 
Рог lo tanto, to--t|k|, mo-n]k|, donde E y т son enteros y 
P-Dni=1. 
€. Los números x, y que se determinan por la igualdad (2) satisfacen 
(pregunta a) a la ecuación (1). 
Suponiendo que existe un par de enteros positivos x, y que satisfacen 
a la ecuación (1), pero distinto de los pares que se determinan por la 
igualdad (2), para cierto 7=1, 2, .., tendremos 


(ои VD)" < хи VD< («+ Ибуч. 
De aquí, dividiendo término a término por (xo-+ yo VD)", obtenemos 
1<X4Y УБ<»+ VD, [2] 
ru (pregunta a) X e Y son enteros que se determinan por la igual- 


хаубе Уау VD) (xo—v Vy 


y satisfacen a la ecuación 
X1—DYi=l. [7] 
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Pero de (4) se deducen las desigualdades 0< ХУ У0 < 1, las cua- 
les, junto con la primera desigualdad (3), muestran que X e Y son 
positivos. Por lo tanto, la segunda desigualdad (3) contradice a la 
difinición de los números хо, Yo» 
11, a, a) Se tiene 

p-1p-i 


A 


LIE 
Para t=1 la sumación respecto de x da p— 


-(i) . Por lo tanto 


sí. 
lUa, pp —1 У ( 


2 


„УЗ (ои 


1-0 la sumación respecto de x da р—1; рага! »Oresulla 


| Да, p — Ua, pl 


para (1 resulta 


арен УР. 


o sea 


lUa, p 20а, pl 


Pai 


22025 
—e P, Por lo tanto 
Pi 245 
(Un, p =p 1= де P =p, |0, р\= VP. 


B) Si (а, p)=p el teorema es evidente, Si (a, p)=1 éste se deduce de 


vasel PI DA 


b, a) Supongamos que r recorre los restos cuadráticos, y л los no-res- 
tos cuadráticos, comprendidos en el sistema completo de restos. 
Se tiene 


mm 
Sa, =142 e Р. 
T 
Restando de aquí término a término 
pra imc 
0=14+ Ye PX Р 
T ^ 


se obtiene la igualdad indicada, 
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В) Se tiene 
m-im-i ppi 202208) 
lamt Y у," 
84 


an 


me 
Para un dado la sumación respecto de x da me "' ó 0, según que 
sea divisible ФЕ por m a no. Si m es impar, se tiene 
9 


| ба, m сте =т. 


Si m es par, m=2m4, se tiene 


ге ЖЕТТ 

TRO LES li 

Aquí el segundo miembro es Igual a cero si m, es impar y es igual 
a 2m si m, es par. 

y) Para cualquier entero b, se tiene 


ESTOS 
AI |, 
P 


de donde, eligiendo b de la condición 24b = a (mód. т), se obtiene 
(pregunta f) el resultado indicado. 
12, a, a) Se tiene 


" MiQ-im-t am 
^X ?0-X 2 à LICET 


La parte de la suma del segundo miembro que corresponde a a=0, es 
igual a Q Y) O (2); la parte que corresponde a los valores restantes 


ааа 


de a es en Valor absoluto (pregunta 11, с, cap. Ш) 


m-i M4Q-1 — 
<a 2 2 € ™ |< Am (in m~d). 


P) Es suficiente demostrar que la suma 
Tm 
т-у > e ы , 


T yero иот 
la cual es igual al producto de m por el número de soluciones de la 
congruencia z = N — y + и (mód. m), es positiva. Pero la parte 
de esta suma que corresponde a a = 0, es igual a 

29; hei 
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La parte que corresponde a un valor a 2» 0 dado, es en valor absoluto 
menor que 


Bo min [* y) 


Por consiguiente, la parte que corresponde а todos los valores posi- 
tivos a, es en valor absoluto menor que 
ЕЗ 


D mín (^) са (1 f da {r da) —2Aynh. 


Sie 


Por lo tanto, 

Така адути >0. 
b, а) Se deduce del teorema de la pregunta 11, a, а) y del teorema 
de la pregunta a. 
B) La desigualdad de la pregunta a) da R—N=0 V pin p. Además, 
es obvio que К+ =Q. 
y) Del teorema de la pregunta 11, b, f ) se deduce que se cumplen las 
condiciones del teorema de la pregunta a, a) si se hace т = p, D(2) = 1 
А = Vp, у z recorre los valores z= х7; х = 0, 1, ..., p — 1. Pero 
entre Jos valores de z hay uno que es congruente respecto del módulo p 
con O y sendos pares que son congruentes respecto del módulo p con 
cada resto cuadrático del sistema completo. Por lo tanto, 


Y 0()=2R, Hosp 
z g 


y se obtiene 


2R=-L p40 Vp lap. 


8) Se deduce del teorema de la pregunta 11, b, y) y del teorema de 
la pregunta a, а). 

e) Del teorema de la pregunta 8) se deduce que se cumplen las condi- 
ciones del teorema de la pregunta a, a) si se hace m=p, D(2)=1, 
A— VP Wn p, у z recorre los valores 2 = Аха; х= Мо, Му+-1,..., Mot 
-F Qo — 1. Por lo tanto, 


Xeo-^n Xoo-Q. 
т 3 


de donde se deduce la fórmula indicada en la pregunta, 
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с. La parte de la suma que contiene los términos con (2-)=!, ез 


igual а p(R34+N2), la parte restante es igual а --дрА!!. Por lo tanto, 
toda la suma es igual a p(R—N)*. 

La parte de la suma que contiene los términos con es igual a 0. 
La parte restante es en valor absoluto menor (pregunta 11, c, cap. Ш), 


PA М+0-1 зак p-i М+0-1 зајди 
T e P |< p (np). 
212,“ HEIC "снима 
Por consiguiente, 
P(R-N*«phnp*, |R—N|« VP inp. 


Respuestas a las preguntas del capitulo VI 


1, a. Si q es un número primo impar у aP mu | (mód. 9), entonces 
a respecto del módulo g pertenece a uno de los exponentes à 
p. Si ò = 1, se tiene a mu | (mód. q), si д = p, se tiene д — 1 = др: 
x es entero. 

b. SI g es un número primo impar y а? + | » 0 (mód. q), entonces 
а?Р ws | (mód. q). Por lo tanto, respecto del módulo g el número а 
pertenece a uno de los exponentes 3 = 1, 2, p, др. Los casos 8 = 1; 
р son imposibles. Si б = 2, se tiene а? (mód. q), a+ 1m 0 
(mód. q). Si ò= 2р, se tiene q — 1 = 2px; x es entero. 

<. Son primos de la forma 2px + 1, por ejemplo, los divisores primos 
del número 2P — 1. Sean Pi, Pa, .. ., Ра cualesquiera k números 
primos de la forma 2px + número (р, Pas + + + Pa)? — 1 posee 
un divisor primo de la forma 2px + 1, distinto de р, Pas ---+ Ph 
d. Si q es primo y 21"-.- 1 mu 0 (mód. q), entonces 22”* mm 1 (mód. q). 
Por lo tanto, respecto del módulo g el número 2 pertenece al exponente 
2+1 y, por consiguiente, q — 1 = 2191 x; x es entero. 

2. Evidentemente, respecto del módulo an — 1 el número a pertenece 
al exponente п. Por lo tanto, n es un divisor de ф (a^ — 1). 

3, a. Supongamos que después de realizar la A-ésima operación se 
obtiene la sucesión inicial. Evidentemente, la k-ésima operación 
es equivalente a la siguiente: en la sucesión 


E 


231,1 
2,1,2, 


se toman los números que ocupan los lugares 1, 1 + 2%, 142-2.. 
Por lo tanto, en la sucesión inicial, en el 1 + 2% lugar tiene que estar 


4n—lnnn—l. 
п— 1, nnn l, 
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el número 2. Por consiguiente, la condición indicada en la pregunta 
es necesaria, Pero ésta también es suficiente, puesto que al cumplirse 
se tienen las siguientes congruencias respecto del módulo 2n — 1: 
)1w-], 142%m0, 1+2.2% 
1md, 1-2 92, 1-22 m3, ... 


b. La solución es análoga a la solución de la pregunta 
4. La solución de la congruencia х® ка 1 (mód. p) pertenece а un expo- 


nente de la forma ќе, donde 8 es un divisor de б. Aquí 8“ es un 


o bien 


8 
múltiplo де 4 cuando, y sólo cuando, Al (mód. p). Escribiendo 
todos los ð valores de д” y tomando /=1, obtenemos S'= Eo Sa, 
EI 


donde 57 es el número buscado y Saee D. 


5,a. Aquí ($3; ejemplo c, $ 5) tiene que ser (вет) Esta 
condición se cumple para 
b. Aquí no tiene que ser (5%) =. g? m 1 (mód. 2p +1). Esta con- 
dición se cumple рага los valores indicados de g. 

c. Aquí no tiene que ser (afa) “е gi = 1 (mód. 4p-L1). Esta 
condición se cumple para g=2. 

d. Aquí no tiene que ser (mr) =+ g?” = 1 (mód. 29р 4-1). Esta 


condición se cumple para g —3. 
8, a, a) Si n es múltiplo de p — 1, el teorema es evidente. Supongamos 
que n no es divisible por p — 1. Los números 1, 2, ..., p — 1, sin 
tener en cuenta el orden que siguen, son congruentes respecto del 
módulo p con los números g, 2g, . . ., (p — 1) g, donde g es una raíz 
primitiva respecto del módulo p. Por lo tanto, 

Sn = g"Sn (mód. р), 5а = 0 (mód. p). 


P) Se tiene 
pi 


2-1 
5 (2860) = зот "en? itp. 
= 


de donde (pregunta a)) se obtiene ч resultado indicado. 
b. Si p>2, se tiene 


p- 


1:2... (p—1) = 2+1 а = —1 (mód. p). 
# D 
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7, а. Se tiene gi ^4 = a (méd. p), ind, a indg g1 = indga (mód. p— 1), 
ind, a = a indg a (méd. p— 0). 

b. De indga = s (mód. n). ind, a = a ndg a (méd. p—1) se deduce que 
ind, a = as = s (mód. n). 

8. Sea (n, p—1)=1. Hallando u de la condición nu = | (mód. p— 1), 
obtenemos la solución x = av (mód. p). 

Supongamos que n es primo, p—1=n“, а es un entero positivo, 
(f, n)=1. Si la congruencia es posible, se tiene a" = 1 (mód. p); 


si a > 1, entonces, observando que z = g"*™*! (mód. p), r—0, 1, ... 
у... m—1, son todas las soluciones de la congruencia z^ = 1 (mód. p), 
para cierto гү 0, 1, ..., n—1, se tiene 


ано ы | (mód. р); 


si a2» 2, para cierto ra=0, 1, ..., n — 1, se tiene 


ае Minen Mna а | (mód. р), 


etc.; finalmente, para cierto 74-40, 1 n—1, se tiene 


atg rgt. na e (па, р). 


Hallando и y о de la condición tu—nu= — 1, se obtienen л soluciones: 
ES aeg rra mmn nnn (méd. р): 
r=0,1...n—1 


Supongamos que el número primo л, es un divisor de (n, p — 1), 
п = mm, па > 1. Para cada solución de la congruencia y" mm 
заа (mód. p) buscamos una solución correspondiente de la congruencia 
x™ mu y (mód. p). 

9, a. Del modo indicado se obtienen ссос, . . . су = Ф (m) caracteres, 
Supongamos que para dos caracteres y, (а) y xa (a) son distintos 
entre sí los valores R’ у R* de alguna de las raíces R, Ro, Ri, .. 
2. Ау; para el número ај, cuyos Índices son todos iguales a 0, a excep- 
ción de uno, correspondiente а los valores indicados R' y R”, e igual 
a 1, se tiene 


Xi (a) = К, xs (а) = К". 
b, а) Se tiene x (1) = Ао... Ri=l. 
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qi los sistemas de Índices de los números 
y vara es el sistema de Índices del 


B) Sean ү, Y Y^ 
a, у аз; entonces ү y" 
número аа (с, $ 7). 

y) Si a, = а, (mód. т), los índices de los números a, y a, son congruen- 
les entre sí respecto de los módulos c, ..., Che 

с. La propiedad infini se ке de 


ct 
bl х= X т... Sp RP. 
E p 


d. La propiedad indicada se deduce de 
2 ха УА"... XR 
UE 


е. Supongamos que ф(а) по es igual a 0; de la igualdad (a) = 
=p (а) (I) se deduce que: (1) «1. Por otra parte 4 (а) es diferente 
de 0 si (a, m)=1; en efecto, determinando а" de la condi 
g 1 (mód. m). obtenemos v (a) 9 (0) = 1. 

Sı (a, т) = 


sa "ха ха) 
(a) Yara) pa) 


por lo cual, o PEI а. =0 o bien y (д4) = X (а) para todos los valo- 


res de aj. Pero i primera proposición no puede verificarse para todos 
los y, pues en caso contrario sería H=0, mientras que Н =Ф(т) ya 
que, sumando para un valor dado a respecto de todos los caracteres, se 
tiene 
5 хо. (m si ae 1 (mód. m), 
vw en caso contrario. 


а) Si К, ¿Ray Re, ‚ Ri son los valores de R, ..., Ray co 
rrespondientes a los caracteres xs (а) y да (а): entonces y, (9) 149) es 
el carácter cuyos valores correspondientes son R'R*, .... R Rọ. 


В) Cuando R, Rx recorren todas las raíces de las correspondientes 
ecuaciones, R'R, ‚ КДКА recorren en cierto orden las mismas raices. 


y) Determinando |^ de la condición И" = 1 (mód. in), se tiene 
ха x al”) ^ 
230 PE ein 
x x 
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lo cual es igual a (m) o a 0, según que sea a = | (mód. m) o no. 
a) Determinando x' mediante la congruencia xx’ = | (mód. р), 


pot app lid айх 4 a ind ако) 
е ^ = У, "ml, 
E © 
B) Se tiene 
э—1 QA Q1 oai ind Gebr) - nd teta) 
S= e Б E 
P 2 
Si z,=2 la sumación respecto de x da p—l, si z, no es igual a z la 


sumación respecto de x (pregunta ад) da —1. Por lo tanto, 
$2Q(p—1)—Q(0—1)- (p —Q)Q. 
11, a, a) Se tiene 


il EE ox 
арр 3 
31 mn 


== Je 


B) Si (a, p) p, el teorema es evidente. 51 (a, p)=1, el teorema se 
deduce de 
Mind a Aindax „ах ЕТТТ 
2л. РО ам LE 
б” c Sm t tur Dep 


y) Evidentemente, A y B son enteros y | 5 |2== 48-- 8%. Para ciertos e, 
e’, e” que cumplen la condición |e |] e' |=e"]=1, se tiene (pre- 
gunta f) 

p-ip-ip-i am Ind 1100: gai br een 


5 e 


Si ија по es igual a p, la sumación respecto de x da cero. Por 


lo tanto ej А 
ser ZG) 


VP, IS. 


d) Se tiene 
ренот ани г 


s-,3 Dë 
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La parte de esta expresión que corresponde a k=0, es igual a4. 


La parte que corresponde a todos los valores positivos de № es en valor 
absoluto menor que (pregunta ад) 


Ка 
(1-5) v7 
b. а) Para un valor de z dado, la congruencia x" = z (mód. p) es 


posible solamente cuando ind z es divisible por 6, teniendo en este 
caso ô soluciones. Por lo tanto 


Sa, 571463 E icut ($43 m 7). 
^ t 


donde го recorre los números del sistema reducido de restos respecto 
del módulo p que cumplen la condición ind zm0 (mód. б). Por lo 
tanto (pregunta a, 8)) 


Sa, <0 (1—5) Ур=@—1 VP: 


B) Haciendo 


xeu priv; инд, со РЕА 00, 0.0, р—1, 


se tiene 


RC 
e P сенат), 
Si (и, p)=1 la sumación respecto de v da cero. Por lo tanto 
pri 
ES 
y) Sea р" la máxima potencia de p que divide a n. Se tiene s> т--3. 
Haciendo 
x=u4 pio, ит, 
obtenemos 


1 
oa pa, 5, mo 


pea, 


¿mia (up nun рек 10) 


Si (и, р) = 1 la sumación respecto de v da cero, Por lo tanto | 


л 
ZI аў 
add 


РЗ geni S, 


EI 
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д) Sea тор... p," la descomposición canónica del número т 


Haciendo 
Tam 

y determinando ay, ..-, ак de la condición 
аза Мај... Мак (mód. m), 


se tiene (pregunta 12, d, cap. И 
7, 


mS. mi v4, m= Мр се МАРКА 


Ti T 
appi арр 
Л h 


Pero, зі s=1, se tiene 


IT, pl E o7 VR Сар 
Si 1< sn, (n, p) 


‚зе tiene 
почиста, 
Sil<s<n, (n, p)=p, se tiene 
IT, pl «p prp сл. 


El caso s> n, en virtud de que T, p 
se reduce al caso s <n. Por lo tanto 

[Tam Сеат, 
de donde se deduce la desigualdad Indicada en la pregunta. 
12, a. Se deduce del teorema de la pregunta 11, a, a) y del teorema 
de la pregunta 12, a, a) cap. V. 
b, a) Se tiene 


PND'S, To, pen 


MAQ-1n-i pm Нова 
Та= e 5 
х5м кој 

Para k=0, sumando respecto de x, resulta Q; para k>0 resulta un 
número cuyo módulo es menor que 1/7 inp. De aquí se deduce la 
fórmula indicada en la pregunta. 

P) Se deduce del teorema de la pregunta 12, a, f) ca 
sema de la pregunta 11, a, 8). 

e. Tomando / (х) = 1, si х recorre los valores 
ind (M4 Q— 1), resulta (pregunta 17, 


V y del teo- 


— ind M, ind (M -). .. 
сар.) S'— У) pid) Sa 
api 


ј 
Aquí S^ es el número de valores de x que cumplen la condición (x,p — 1 
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por lo tanto, S'=41. Por otra parte, 54 es el número de valores de x 
que son múltiplos de d, es decir, es el número de restos de grado d 
que hay en la sucesión M, M-Fl, ..., М--@—1. Por consiguiente, 


H= Y вю (Sem vro): 191<1, воо. 
"n 
d. Del teorema de la pregunta a se deduce que se cumplen las condi- 
ciones de la pregunta 12, a, a) cap. V, si se hace m=p— l, Ф (2) —1, 
A=VpInp, y z recorre los valores z—indx; х= М, Mtl... 
, M-FQ— 1. Entonces se obtiene (Q; en lugar de Q) 


Doo- Jow- она VP n p*. 


_% 
Li 


13. Supongamos que no hay no-restos no superiores a A. La cantidad 
de no-restos de grado n que hay entre los números 
1,4; Q-[Vp(np?l 


se puede acotar de dos modos: 

Partiendo de la fórmula de la pregunta 12, b y teniendo en cuenta 
que pueden ser no-restos solamente los números que son divisibles por 
números primos mayores que h. Resulta 


1 
Inp+4-2 ln ln p 
z Mmp+21n inp 


- -— +o (ar): 


La imposibilidad de la última EST para todos los nümeros p 
suficientemente grandes demuestra el teorema. 
M, a. Se tiene 
m-im-im-i 2m M0 
ISpax X S, У ри)р е ы 
0 yim ymo 
Para valores dados de y, e y, la sumación respecto de x da Хт |р (y)]* 
о cero, según que sea yy=y о no. Por lo tanto 


¡SB<XYm, 15/<VXYn. 
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b, a) Se tiene 
T атп 


2 
з хе "n 


donde u y v recorren los sistemas reducidos de restos respecto del 
módulo m. De aquí que 


m-im-i аху 
1 [RR 
$ D me” 
r0y=0 
час Ð ox€ e Y xo 
wu" e x(mód, m) v" y(mód, m) 
Pero, se tiene (pregunta 11, cap. IV) 
mi mt 
Y Ivy r<Kp(m. Y lett < Ко (т). 
E yt 
Por lo tanto (pregunta a) 
1515 7 VOOK m =K Vn. 
B) Sea m=2%pj!... py" la descomposición canónica del número т, 
La congruencia x^ m | (mód. m) es equivalente al sistema 


x^ m 1 (mód, 22), x^ ва 1 (mód. ра), +... xm 1 (méd. ру\). 


Sean y(x) y vo(x) los índices del número x respecto del módulo 2% 


(д. $ 6). La congruencia x" за 1 (mód. 2%) es equivalente al sistema 
ny (x) кз 0 (mód. c), nyo (х) га 0 (mód. со). La primera congruencia de 
este sistema posee no más de 2 soluciones; la segunda posee no más 


de n soluciones. Por lo tanto, la congruencia x" = | (mód. 2%) posee 
по más de 2л soluciones. Según b, 8 5, cada una de las congruencias 


an т 1 (mód. p), ..., x^ ва 1 (méd. pj?) posee no más de n solucio- 
nes. Por consiguiente, 


lan 
K«2((m)**; K=0 (m°). 
с, a) Fácilmente se observa que s recorre 


U-(p—) (+) m (x ^ 
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valores, y 8“ recorre 


2 
у=) 0-4 Ы 


valores. Además, cuando t, para unos valores dados de s y s', recorre 
el sistema reducido de restos respecto del módulo p—1, el producto 
(и) £ también recorre el sistema reducido de restos respecto del 
módulo p—1. Por lo tanto, W=UVS. Pero, en virtud del teorema de 


la pregunta a, se tiene |5,|< VÜVp y, por consiguiente, W= 


=q (0—1) VUVp. Comparando las dos expresiones halladas para W, 
se obtiene 


зет dy - 20) “үр á 
UV p—i V (i-i) (q) 


ee Vs 


B) Se deduce del teorema de la pregunta 12, a, a) cap. V y del teo- 
rema de la pregunta a). 

y) Se deduce del teorema de la pregunta 12, a, D) cap. V y del teo- 
rema de la pregunta a). 

15, a. Se tiene 


A TO 


(58 3 У е e 


[I 


En el caso (^ = | (mód. p), la sumación: respecto de x da p—1 si 
1=1у —1 si (21. En el caso contrario, tomando z((— 1)! en 
lugar de x la parte de la suma doble que corresponde al valor ! ele- 
gido la expresamos en la forma 


BA as (T D (I 17 o 
e » 
- 
Por lo tanto 
gue 


Pai pai i 
в PET >|, 
^2 


donde у (и) no es superior al número de soluciones de la congruencia 
(tn— 1) (£— 1)7^ ва u (mód. p) con la condición £>1, y |p(v)| no es 
superior al número de soluciones de la congruencia 2" ва о (mòd. р). 


192 RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS 


Por lo tanto, v (и) &2n,, |p() | сли, 
p-t pi 
У (да < (0—1) 20, PL < (0—1) т 
E E 

Aplicando el teorema de la pregunta 14, a, obtenemos 


з 
IS & p—14- V(p—1)2ni (p — 1) mp < дир". 
b, a) Se deduce del teorema de la pregunta a y del teorema de la 
pregunta 12, a, a) cap. V. 
P) Del teorema de la pregunta a) se deduce que se cumplen las con- 
diciones del teorema de la pregunta 12, a, a) cap. V si se hace m— p, 
13 


ода, Ae d {р inp, y z recorre los valores 2 Акту x Mo, 


Ме... Mot Qo—1. Por lo tanto 
Y 0()=T, Y0()=0 
g T 
de donde se deduce la fórmula indicada en la pregunta. 


с, a) Supongamos que ү ка 4ay, (mód. p). Se tiene (pregunta 11, a, 
сар. V) 


(2) 8-5 (teta 


[274 


5 [ON Misi Lebe eso teur 
e - 


tco inlet 


3 
La última suma es en valor absoluto (pregunta a) «i p. 


B) Se deduce del teorema de la pregunta a) y del teorema de la 
pregunta 12, а, о) cap. V. 


Respuestas a los ejercicios 
numéricos 


rinm a los ejercicios del capitulo 1 
, 17. 5. s 
19 e 
М а.о) tó П (P9 а= +20 ° 
1002 8 
ba) век D rm ради“ 


3. En total se obtienen 22 fracciones. 
5, а. 27.35.119, b, 29.35.54.78.111.17.23-37. 


Respuestas a los ejercicios del capitulo И 
1, а. 1312. 

b. 210.30 „Ба 115.135 177 199.235 295.315.375 419.43 1 х 
X AT! 533 593.613.6771 73-79-8389 -97 101 :103.107.109.113. 
2, a. т (5600) = 36; S (5600) = 15 624. 

b. т (116 424) = 96; 5 (116 424) = 410 400. 

3. La suma de todos los valores es igual a 1 
4. а) 1152; f) 466 400. 
5. Ца suma de todos los valores es igual a 774. 


Respuestas a los ejercicios del capitulo II 


1, a. 70, b. Es divisible. 
2, а. 33-52.112.2 999. b. 7.13-37.73-101- 137-17-19-257. 
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Respuestas a los ejercicios del capitulo IV 


1, a. xw ВІ (mód. 337). b. x= 200; 751; 1302; 1853; 2404 (mód. 2755). 
2, b. x mu 1630 (mód. 2413). 
3. хаи 94 + 1110 y mu 39 + 47 t, donde t es un entero arbitr: 
4, а. x та 170b, + 5203 (mód. 221); 
X mu 131 (mód. 221); x mm 110 (mód. 221); x mu 89 (mód. 221). 

b. x mu 11 1510, + 11 800b + 16 8760, (mód. 39 825). 
91 (mód. 120). b. x mu 8479 (mód. 15 015). 
X ча 100 (mód. 143); y mu 111 (mód. 143) 
. 324 -- 2:8 + Зх? + 2x mu 0 (mód. 5). 

b. x + 524 + 3x + 3x4 2 0 (mód. 7). 
в. x+ Ах* + 2004 4 761 + 7021 + 52x + 39 mu O (mód. 101) 
9, a. х m 16 (mód. 27). b. x mu 22; 53 (mód. 64) 
10, а. х mu 113 (mód. 125). 
. x wa 43, 129, 168, 248, 293, 373, 418, 498, 543, 623, (mód. 625). 
11, а. x m2, 5; 11, 17, 20, 26 (mód. 30). 

b. x m 76, 22, 176, 122 (mód. 225). 


1, 


Respuestas a los ejercicios del capitulo V 


1, а. 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18. 
b. 2, 6, 6, 8, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 29, 31, 32, 35. 
2, a. 9) 0; В) 2. b. а) 0; В) 2. 
а) 0; B) 2. b.a) 0; В) 2. 
. 9) xw» +9 (mód. 19); f) x mu + 11 (mód. 29); 
y) x та + 14 (mód. 97). 
b. а) x mu 266 (mód. 311); В) x mu +130 (mód. 277); 
ү) x mu +94 (mód. 353). 
5, а. х w +72 (mód. 125). b. x mu -Е127 (mód. 243). 
6, а. x mu 13, 19, 45, 51 (mód. 64). b. x е 41, 87, 169, 215 (mód. 256) 


Respuestas a los ejercicios del capitulo VI 


1, a. 6, b. 18. 
2, а. 3, 3, 3. b. 5, 5, 5. с. 7. 
. a) 0; f) 1; y) 3. b. а) 0; В) 1; y) 10. 
6, а. а) x та 40; 27 (mód. 67). fi) x эн 33 (mód. 67). 
ү) x mu 8, 36, 28, 59, 31, 39 (mód. 67). 
b. a) хэт 17 (mód. 73). В) хит 50, 12, 35, 23, 61, 38 (mód. 73). 
1) x m 3, 24, 46 (mòd. 73). 
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в) 0; B) 4. b. a) 0; B) 7. 
. 9) x mu 54 (mód. 101). В) x mu 53, 86, 90, 66, 8 (mód. 101). 
b. x mu 69, 11, 39 (mód. 109). 
9, а. а) 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17; В) 1, 7, 8, 11, 12, 18. 
b. o) 1, 6, 8, 10, 11, 14, 23, 26, 27, 29, 31, 36; 
B) 1, 7, 9, 10, 12, 16, 26, 33, 34. 
10, a. а) 7, 37; B) 12, 18, 19, 20, 20, 28, 29, 30, 33, 34. 


b. a) 3, 27, 4l, 52; 
В) 2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 44, 51, 54, 55, 59 
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0 0|14| 1|12| 5/15/11 ој 2 o|1|3|9 
ај 712] 4| 9] 6| 84 Ца 7| 4 
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орц 2| 4/ 8/16] | 7 (14 9/18 
12| 5/10 
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= 
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2110 4|20| 8|17| 16/11 
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6789 
0| 1| 2 4| 8/16) 3| 6 12/24/19 
1| 9/18| 7|14/28| 27| 25| 21| 13| 26 
2 (29 17] 5/1 122/15 


67 ijo123456789 
ој | oj24| 1| 18] 20] 25) 28) 12] 2 d 
а ра әзі 19) 11/2221, 6] 7126) 4 09 1) 3) 9/27] 19/26/16] 17/20/29 
2| 8/29) 17|27| 13] 10/ 5 3| 9 2025/13) 8/24 10) 30/28 22) 4112 
sli 2| 5/15/1911] 2] 6/18/23] 7:21 
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0| | ој 1126] 2232732) 3116 o|1| 2| 4| 8| 16|32|27| 17| 34| 31 
Me bets pea pr ШШ 1 5) 13| 26| 15) 30| 23| 9) 18] 36] 35 
2 31/15/29] 10/ 12| 6/34/21 2332921) 5/10/20| 3| 6ј 12/24 
3 |14 5/20) 8| 19| 18| з |1 22) 7| 14| 28| 19| 


3456789 | 123456789 


15 

lolas 9 ola dan 1128273 idis 

361131 41171 511 т 1 [32128 4/24/21) 3| 18) 26| 33| 34 

18/19 211 21321351 6 2|40]35| 5/30 16| 14| 2 12/31/22 
3| 9| 13/37| 17| 20| 38|23| 15) 8| 7 


1112/25) 28| 35) 2 ој 3| 9|27| 38ј 28 41 37| 25| 32 

32| 20| 26) 24 38| 29/19 1 |10] 30] 4| 12) 36| 22/ 23| 26| 35| 1: 

ЕК 3| 5ја 2/14/4240 34| 16| 5|15| 2| 6ј 1; 

31/23) 18) 14) 7| 4f33 — 31133133931) 7/21/20| 17| 8 
4 |24 29) 


8| 25] 1| 14| 23| 21 11| 8 40 
13] 18) 43|27| 411 17|38| 2110 
15) 28 46] 42| 22 16] 33| 24| 26 
39| 7| 35| 34| 29) 4|20| 6ј 30 
45) 37| 44| 32) 1! 
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sjor234sez89 jo1234567 
o| pep opu ат[в|14] ја ој 2] 4 e[vejoz ni [22] 
afael 6] 19/20] isf тој a 1035 37 — 1|17|34| 15/30] 7| 14] 28| 3) 
2/49] 311 7] 39] 20] 42] 25] sıf 16] 46 — 2 |24] 48ј 43| 33] 13| 26] 52] 51 
a(1a|33| s|23 пј 9] зв зо} 38) 41 з fa7| 21| 42/31) 9| 18 36| 19 
4 |50] 45| 32 22] 8|20] 401 44121128 — 4]a6| 39] 25) 50] 47| 41| 29] 5] 
5 |43| 27| 26| 5 401 27] 
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no 12 3 456 789 /l0 1293 4 567 
ој | ој 150] aj eji re aja2 o] 1] 2| a] e[te|ao| 5| 10] 
1| 725/52] 45| 19/56) 4f 40f 43/38 — !|21| 42) 25| 50 41| 23| 46| 33| 
2| 8| 10] 26| 15/53 12] 46/34|20 28 — 2 |28 56| 53] 47| 35) 11 22] 44] 
3|57| 49 5| 17| 41| 24| 44| 55| 39,37 — 3157 55| 51| 43 27| 54) 49| 39 
4| 9| 14| 11| 33| 27 48 16) 23| 5436 4|17|34| 9 18| 36 13| 26| 52! 
51131 321 47| 221 35] 31/ 211 301 29) 5| 3| 6l 121 24| 48| 37| 15] 301 


sxlo:i2234567829 ijoi2345897 
0 ој 1| 6| 2/22] 7|49| 3|12 o| 1 al al 816/32) 3| 6 
ЕСЕКТЕН oda ndn 

2 (47| 33] 10/20] 40| 19| 38] 
3 |291 59] 5|21| 48| 11| 14| 39) 27| 46 3 1601 591 57| 53| 45| 29 58l 55) 
4 [25| 54| 56) 43| 17| 34| 58] 20| 10| 38 41181 26| 521 43| 25) 50| 39| 17| 
fa 5942/9 за 32136131 = [14] 28/ s6 51) a 21 42/ 231 


nNlo 123456789 [01234567 
0 139| 2 15 40| 23] a[12 o| 1| 2] 4| 8| 16/32/64 61 
1]16)50] 41119] 24| ај 4/64 19 10 1 |1 зв) 9 18,36. 5 ој 20) 
2/17|62|60| 28/42/30 20/51/25|44 — 2(26 52137) 7) 14| 28/56 45] 
3|5|47| 5] 321 65| 38 14/22] 11/58 — 3 |25} 50) 33| 66 65| 63| 59] 51 
a|18[53| 63| 961 27| 291 50] 43146 4| 6| 12/24 48| 29] 58| 49) 31 
5f31| 37| 21| 57| 52) 8ј 26 49 45/36 — 5|47| 27] 54] 41] 15| 30] 60] 53 
6156] 7/ 4s| 35] 634| 33| 6 122] 44/21 зі 
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ој | o] 62601228329 111852 ои 7/49 59158151) 2) 14| 27| 47 
1/64] 31[ 38| 39] T 54| 24] a9] Se 16 — 1 las] 31| 4 28] 54l 23 19 62) 8l 56 
2 371 16/44[56/ 45) 8/13/68 — 2137] 46) 38| 53| 16 41| 3|21| 5/35 
3 [60] 11| 301 57| 55 29] 64/ 20/22/65 зјаој 11] 6| 42] 101 70| 64| 22112113 
4 46| 25] 331 48 43/10/21] 9/50, 2 4 |20] бој 57| 44) 24] 26| 40 67) 43| 17 
5јој 5/51/23 14/59 19/42] 4| з las 52| ol 63l 15 34| 251 33| 181 55 
6 17| 53| 36 67| бај 47| 61] 41 6 [ao] 68| 5o| 66, 361 391 бој 65| 29 61 
7 
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23456780 jo1223456789 
8| 616) 1f 14/33/2412 O| 1| s[25[52|41|59] a] 15| 2] 10 
22/59 41| 713221120162 1 [50131 9|45| 6|30| 4| 2027162 
6346] 30| 267] 18] 49135 — 2|18] 17| 12] 60] 8| 40] 54| 51| 36| 34 
4061| 29| 34| 28| 64| 70 65 — 3 4,47 16) 7| 35| 20] 72] 68) 48 21 
47| 51 ај ај 54313866 а J32] 14| 70) | 71 63] 23| 42] 64] 28 
3| 53| 26] 56| 57| 68 43| 5 — 5|67| 43| 69| 53| 46/11 55 56| 61| 13 
19 45| 48] 5037,52 — 6/65] 33| 19| 22] 37| 39] 49| 26] 57| 66 
36| ЦЕ 


5 56789 
0| 62 6j 18| 54| 4| 12 
1 63] 58] 16| 48| 65| 37 
2 46) 34| 23| 69| 49| 68 
3 25| 37| 1 39] 38| 35| 26| 78 
4 [74| 75| 58) 49) 76] 64| 61| 25| 75| 67| 43 
5 ]50| 22| 42/ 77| 7| 52| 65) 33| 31| 14| | 47 
[Jui 24| 18| 73| 48| 56| 1 19/33 
7441151] 14 44) 23| 47] 401 43| ШЕ 
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"EPPEEPEEm "EFFEPPEN 
1 рај 24 74| 77| 9|17| 4|56| 63| 47 s abe 331 994 401.16 0980 
2 |29| вој 25| 60] 75| 54| 78/ 52| 10] 12 та) 65| 47| 11| 22| 44| 5| 10/20 
3|18| 38| 5| 14| 57| 35| 64] 20| 48| 67 вој 77| 71| 59| 35| 70| 57| 31162 
4 |30| ој 81| 71| 26| 71 61| 23) 76/16 аат 7a] e7 n зи 
5 |55| 46] 79) 59| 53| 51| 11 37| 13| 34 55| 27| 54| 25| 50| 17| 34| 68| 53 
6 |19) 66| 39| 70] 6| 22| 15| 45| 58| 50 46| 9| 18| 36| 72) 61| 39| 78| 73 
7 |36| 33| 65| 69| 21| 44| 49] 32| 68| 43 43| 3| 6j 12| 24| 48| 13| 26| 52 
в [31142141 42| 
NUMERO PRIMO 89 
s]oi234567829 |о12?з45в6т7во 
ој | 0116) 1/32|70 17| 8148| 2 of 1| 3| 9ј27| 81/65] 17| 51| 64| 14 
1/86] 84|a3|23, 9 71,64| elislas т ио 37] 22] 56| 20] 60] 2| 6| 18) 54 
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6|15| бој 47| аз| 8| 5/13/56/38/58 ө [вт 83| 71 35 16/ 48] 55) 76] 50] 61 
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4| 7/85/39] 4| 45| 15| 84 14/62 4 |16 80| 12| 60] 9| 45) 31| 58] 96) 92 
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6 [43] 64| 80] 75| 12| 26] 94| 57| 61/51 e[33|68| 49| 51| 61| 14| 70| 59] 420 
т |66| 11| 50| 28| 29| 72| 53| 21| 33/30 — 7| 3| 15| 75) 84| 32| 63| 24| 23| 18| 90 
8f41|88/ 23| 17| 73| 90| 38| вз! 92| 54 862119 95| 87| 47| 41 11| 55] 81| 17 
9 fro! 56| 49| 20| 22| 82| 48| 9 [в5| 371 88l 52| 66) 391 
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ammen земе moren ——————Ó 
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po: —— —— — 
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